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Théorème. SoitK un corps. SoientA, B ∈ Mn(K). AlorsA et B sont semblables si
et seulement siXIn − A etXIn −B sont équivalentes dansMn(K[X]).

Si A etB sont semblables, alorsXIn−A etXIn−B sont évidemment équivalentes
(et même semblables). Supposons queXIn−A etXIn−B soient équivalentes, et soient
P, Q ∈ GLn(K[X]), telles queP (XIn − A) = (XIn − B)Q (∗). CommeIn est une
matrice inversible, on peut faire la division euclidienne, à droite, deP parXIn −B :

P = (XIn −B)P1 + G

avecdeg G < 1, c’est-à-direG ∈ Mn(K). De même, on effectue la division eucli-
dienne à gauche deQ parXIn − A :

Q = Q1(XIn − A) + H

avecH ∈Mn(K). L’égalité (∗) s’écrit alors

((XIn −B)P1 + G)(XIn − A) = (XIn −B)(Q1(XIn − A) + H)

ou encore

(XIn −B)(P1 −Q1)(XIn − A) = (XIn −B)H −G(XIn − A).

Si le premier terme de l’égalité est non nul, il est de degré au moins2. En revanche,
le deuxième terme de l’égalité, lui, est de degré au plus1 puisqueH et G sont dans
Mn(K). On en déduit que les deux termes sont nuls, et en particulier,G = H et
GA = BH = BG. Pour conclure, il suffit d’établir queG est dansGLn(K). Pour
cela, notonsR l’inverse deP dansGLn(K[X]), et faisons la division euclidienne à
droite deR parXIn − A :

R = (XIn − A)R1 + K

avecK ∈Mn(K). En multipliant la relation ci-dessus parP , on obtient

In = P (XIn − A)R1 + PK

= (XIn −B)QR1 + (XIn −B)P1K + GK

= (XIn −B)(QR1 + P1K) + GK.

Par conséquent,In−GK = (XIn−B)(QR1 +P1K). Le premier terme de l’égalité est
constant, le deuxième, s’il n’est pas nul, est de degré au moins1. On en déduit là encore
que les deux termes sont nuls, et doncIn = GK. Ainsi, G est inversible.
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