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Alessandri

Théorème.SoitK un compact d’intérieur non vide deRn. Il existe un unique ellipsoïde
de volume minimal contenantK.

Existence. Un ellipsoïde est défini par{x ∈ Rn, q(x) 6 1}, oùq est une forme qua-
dratique définie positive. NotonsQ l’ensemble des formes quadratiques,Q+ l’ensemble
des formes quadratiques positives,Q++ l’ensemble des formes quadratiques définies
positives. Pourq ∈ Q++, on noteEq = {x ∈ Rn, q(x) 6 1} l’ellipsoïde associée. Dans
une base orthonormée adaptée,q s’écrit q(x) =

∑n
i=1 aix

2
i avecai > 0. Le volume de

Eq se calcule alors ainsi :

vol(Eq) =

∫∫
· · ·

∫
P

aix2
i 61

dx1 · · · dxn.

Faisons le changement de variableyi =
√

aixi (qui définit bien unC1-difféomorphisme).
Le jacobien de ce difféomorphisme est 1√

a1···an
. NotonsD(q) = a1 · · · an. Le change-

ment de variable donne alors

vol(Eq) =

∫∫
· · ·

∫
P

y2
i 61

1√
D(q)

dy1 · · · dyn =
V0√
D(q)

oùV0 est le volume de la boule unité deRn. Notre problème se ramène donc à maximiser
D(q) pour lesq ∈ Q++ telles que∀x ∈ K, q(x) 6 1. Pour cela, nous allons en fait
maximiserD(q) sur un ensemble un peu plus grand : soit

A = {q ∈ Q+,∀x ∈ K, q(x) 6 1}.

On munit Q de la normeN(q) = sup||x||61 |q(x)|. Montrons queA est un compact
convexe et non vide deQ (la convexité ne sera utile que dans la partie unicité). Comme
Q est unR-espace normé de dimension finie, pour montrer queA est compact, il suffit
de montrer qu’il est fermé et borné.

(convexe)Soientq, q′ ∈ A et t ∈ [0, 1]. Pour toutx ∈ Rn, (tq + (1 − t)q′)(x) =
tq(x)+(1−t)q′(x) > 0 et pour toutx ∈ K, (tq+(1−t)q′)(x) = tq(x)+(1−t)q′(x) 6
t + (1− t) = 1, donctq + (1− t)q′ ∈ A.

(fermé) Soit(qn) une suite d’éléments deA qui converge versq ∈ Q. Pour toutx ∈ Rn,
on a ||q(x)− qn(x)|| 6 N(q − qn) ||x|| donc (qn(x)) tend versq(x). En particulier,
q(x) = lim qn(x) > 0, et six ∈ K, q(x) = lim qn(x) 6 1.
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(borné) CommeK est d’intérieur non vide, sia ∈ K, il exister > 0 tel queB̄(a, r) ⊂
K. Soitq ∈ A. Pour toutx tel que||x|| 6 r, a + x ∈ K et par conséquentq(x + a) 6 1.
Par ailleurs,q(−a) = q(a) 6 1. On a donc, en utilisant l’inégalité de Minkowski,√

q(x) =
√

q(x + a− a) 6
√

q(x + a) +
√

q(−a) 6 2,

et ainsi q(x) 6 4. Si, maintenant, on considèrex tel que ||x|| 6 1, on a q(x) =
1
r2 q(rx) 6 4

r2 d’après ce qui précède, et doncN(q) 6 4
r2 . DoncA est borné.

(non vide) Le compactK est en particulier borné. SoitM tel que∀x ∈ K, ||x|| 6 M .

Considéronsq1(x) = ||x||2
M2 ; c’est une forme quadratique définie positive, et pour tout

x ∈ K, q1(x) 6 1 par construction. Doncq1 ∈ A.

L’application continueD atteint un maximumq0 sur le compactA. De plus, comme
la forme quadratiqueq1 définie ci-dessus est dansA et qu’elle est définie positive,
D(q0) > D(q1) > 0, et ainsiq0 est également définie positive. Ceci conclut la par-
tie existence : l’ellipsoïdeEq0 convient.

Unicité. Nous allons avoir besoin du lemme suivant :

Lemme. SoientA etB deux matrices symétriques définies positives, etα ∈ [0, 1]. Alors

det(αA + (1− α)B) > (det A)α(det B)1−α.

De plus, siα ∈]0, 1[ etA 6= B, l’inégalité est stricte.

Démonstration.Par le théorème de réduction simultanée, il existeP ∈ GLn(R) et
D diagonale telles queA = P tP et B = PD tP . De plus, commeB est définie
positive, les coefficients deD, que l’on noteλ1, . . . , λn, sont strictement positifs. On
a det(αA + (1 − α)B) = (det P )2 det(αIn + (1 − α)D) et (det A)α(det B)1−α =
(det P )2(det D)1−α, on est donc ramené au cas oùA = In et B = D, car(det P )2 est
strictement positif. On a

det(αIn + (1− α)D) =
n∏

i=1

(α + (1− α)λi)

d’une part, et d’autre part,

(det D)1−α =
n∏

i=1

λ1−α
i .

La fonction logarithme est strictement concave, donc pour touti, ln(α + (1 − α)λi) >
α ln 1 + (1 − α) ln(λi) = (1 − α) ln(λi). On en déduit que

∑n
i=1 ln(α + (1 − α)λi) >∑n

i=1(1 − α) ln(λi), puis en passant à l’exponentielle, l’inégalité recherchée. De plus,
si α ∈]0, 1[ et A 6= B, l’un desλi est différent de1, et par stricte concavité deln,
l’inégalité est stricte.
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Revenons à la démonstration du théorème. Supposons par l’absurde qu’il existe une
forme quadratique définie positiveq 6= q0 tel queD(q) = D(q0). SoientS et S0 des
matrices symétriques définies positives représentant respectivementq et q0 dans une
base orthonormée. CommeA est convexe,1

2
(q + q0) ∈ A, et on a

D(
1

2
(q + q0)) = det(

1

2
(S + S0)) > (det S0)

1
2 (det S)

1
2 = det S0 = D(q0),

ce qui est absurde par maximalité deD(q0).
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