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Partie 1

Généralités

1.1 Clôture intégrale et anneaux de Dedekind

Dans tout ce document, les anneaux sont supposés commutatifs et unitaires, et les extensions de
corps sont algébriques. Dans cette partie, nous introduisons différentes notions d’algèbre commu-
tative, notamment celles de clôture intégrale, d’anneau de Dedekind et de ramification. Les parties
suivantes ont pour but de donner des exemples de tels objets en théorie des nombres et en géomé-
trie algébrique. Certains résultats sont admis dans ce document. Le lecteur pourra en trouver les
démonstrations dans [1].

Définition 1.1.1 (entier sur un anneau, anneau entier).SoientL un anneau etA un sous-anneau
deL. Si α ∈ L est racine d’un polynôme unitaire à coefficients dansA, on dit queα est unentier
surA.
Si tout élément deL est entier surA, on dit queL est unanneau entier surA.

Proposition 1.1.2. SoientL un corps etA un sous-anneau deL. Soitα ∈ L. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) L’élémentα est entier surA.

(ii) Le sous-anneauA[α] deL est unA-module finiment engendré.

(iii) Il existe unA-sous-moduleM deL finiment engendré tel queαM ⊂ M .

Démonstration.(i) ⇒ (ii). Soit α ∈ L un entier surA. SoitXn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0

un polynôme annulateur deα, avecai ∈ A pour i = 0, . . . , n − 1. Montrons que leA-module
A[α] est engendré par1, α, . . . , αn−1. Pour cela, il suffit de montrer que pour touti > n, αi est
une combinaison linéaire de1, . . . , αn−1 à coefficients dansA. Or, on a la relation

αn = −a0 − a1α− · · · − an−1α
n−1,

et une récurrence immédiate permet de conclure.
(ii) ⇒ (iii). Il suffit de choisirM = A[α].
(iii) ⇒ (i). Considérons une famille génératrice duA-moduleM , (e1, . . . , en). Commeαei ∈

M pour touti entre1 etn, il existe des élémentscij ∈ A tels que

αei =
n∑

j=1

cijej .

NotonsC la matrice(cij)16i,j6n, et E la transposée de la matrice(e1, . . . , en). La relation pré-
cédente s’écrit sous forme matricielleαE = CE, soit (αIn − C)E = 0, autrement dit, le noyau
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deαIn − C n’est pas réduit à0. Les coefficients deαIn − C étant dans un corps, à savoirL, ceci
implique que le déterminant deαIn − C est nul. Celui-ci est de la forme

det(αIn − C) = αn +
n−1∑
k=0

akα
i,

où lesak s’expriment comme polynômes en lescij , donc sont des éléments deA. Ainsi, α est
racine d’un polynôme unitaire à coefficients dansA, donc est entier surA.

Corollaire 1.1.3. SoientL un corps etA un sous-anneau deL. SoitB l’ensemble des entiers de
L surA. AlorsB est un sous-anneau deL.

Démonstration.Bien entendu,1 ∈ B. Soientα etβ deux éléments deB. Il s’agit de montrer que
α + β etαβ sont également des éléments deB.

D’après la proposition précédente,A[α] et A[β] sont finiment engendrés commeA-modules.
Notons(e1, . . . , er) une famille génératrice deA[α] et (f1, . . . , fs) une famille génératrice de
A[β]. Le A-moduleA[α, β] est engendré par la famille(eifj , 1 6 i 6 r, 1 6 j 6 s), et donc
est finiment engendré. Or,(α + β)A[α, β] ⊂ A[α, β] et (αβ)A[α, β] ⊂ A[α, β]. On conclut par
l’implication (iii) ⇒ (i) de la proposition précédente.

Définition 1.1.4 (clôture intégrale). SoientL un corps etA un sous-anneau deL. L’anneauB
des entiers deL surA est appeléclôture intégraledeA dansL.

Définition 1.1.5 (anneau intégralement clos).On dit qu’un anneau intègreA estintégralement
closs’il est égal à sa clôture intégrale dans son corps de fractions.

Proposition 1.1.6. SoientA un anneau intègre,K son corps des fractions,L une extension deK
etB la clôture intégrale deA dansL. Alors

(i) Si α ∈ L, il existeb ∈ B et a ∈ A tels queα = b/a. En particulier,L est le corps des
fractions deB.

(ii) L’anneauB est intégralement clos.

(iii) SiA est intégralement clos, alorsB ∩K = A.

Démonstration.(i) Soientα ∈ L et g ∈ K[X] un polynôme annulateur. CommeK est le corps
des fractions deA, on peut écrire

g = Xn +
cn−1

dn−1
Xn−1 + · · ·+ c0

d0

avecci, di ∈ A etdi 6= 0, ∀i = 0, . . . , n−1. Posonsd =
∏n−1

i=0 di. On adng(α) = 0, c’est-à-dire :

(dα)n +
cn−1

dn−1
d(dα)n−1 + · · ·+ c0

d0
dn = 0.

Par construction,ci
di

d ∈ A, ∀i = 0, . . . , n − 1, et doncdα est racine d’un polynôme unitaire à
coefficients dansA. Ainsi, b = dα ∈ B, etα = b/d, ce qui conclut.

(ii) Soit B′ la clôture intégrale deB dansL. Il s’agit de montrer que tout élément deB′ est
entier surA. Soitα ∈ B′. Commeα est entier surB, il existe

g(X) = Xn + bn−1X
n−1 + · · ·+ b0 ∈ B[X]

tel queg(α) = 0. Considérons le sous-anneauA[b0, . . . , bn−1] de B′. Alors A[b0, . . . bn−1] est
un A-module finiment engendré. En effet, lesbi sont tous entiers surA. D’après la proposition
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1.1.2,A[b0] est unA-module finiment engendré. Supposons par récurrence queA[b0, . . . , bi] est
engendré par des élémentse1, . . . , er. Commebi+1 est entier surA, A[bi+1] est engendré par
un nombre fini d’élémentsf1, . . . , fs. Finalement,A[b0, . . . , bi+1] est engendré par leseifj , 1 6
i 6 r, 1 6 j 6 s. Et donc, par récurrence,A[b0, . . . bn−1] est finiment engendré. LeA-module
A[b0, . . . , bn−1, α] est lui-aussi finiment engendré, par l’ensemble

{uiα
k, 1 6 i 6 m, 0 6 k 6 n− 1}

où (ui)16i6m est une famille génératrice deA[b0, . . . , bn−1]. De plus,αA[b0, . . . , bn−1, α] ⊂
A[b0, . . . , bn−1, α]. La proposition 1.1.2 assure alors queα est entier surA.

(iii) Immédiat d’après les définitions de clôture intégrale et d’anneau intégralement clos.

Définition 1.1.7 (anneau noethérien).On dit qu’un anneau est noethérien si tous ses idéaux sont
engendrés par un nombre fini d’éléments.

Définition 1.1.8 (anneau de Dedekind).SoitA un anneau intègre qui n’est pas un corps. On dit
queA est un anneau de Dedekind s’il vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) A est noethérien,

(ii) tout idéal premier non nul deA est maximal,

(iii) A est intégralement clos.

Remarque.Tout anneau principal est un anneau de Dedekind. La propriété (i) est évidente ; mon-
trons les propriétés (ii) et (iii).

Démonstration de(ii) . SoitA un anneau principal, et(p) ⊂ A un idéal premier non nul. Montrons
que(p) est maximal. Soit(q) un idéal tel que(p) ⊂ (q). Il existea ∈ A tel queaq = p. Comme
(p) est premier, on a soita ∈ (p), soitq ∈ (p).

Dans le premier cas, sia ∈ (p), il existeb ∈ A tel quea = bp. Doncbpq = p, et commeA est
intègre etp non nul,bq = 1. Doncq est inversible et(q) = A.

Dans le deuxième cas, siq ∈ (p), alors(q) ⊂ (p) et donc(q) = (p).

Démonstration de(iii) . On montre plus généralement que cette propriété est vraie pour tout an-
neau factoriel. SoitA un anneau factoriel, et notonsK son corps des fractions. Soitx ∈ K un
élément entier. On écritx = b

c , avecb et c deux éléments deA premiers entre eux, etxn +
an−1x

n−1 + · · ·+ a0 = 0, avec lesai dansA. Ainsi,

−bn = c(an−1b
n−1 + · · ·+ a0c

n−1).

CommeA est factoriel, tout facteur premier dec diviseb. Or, b et c sont premiers entre eux, donc
c est une unité, etx ∈ A.

Dans la suite, nous aurons également besoin de la définition et du théorème suivant :

Définition 1.1.9 (extension séparable).SoientK un corps etL une extension deK. On dit que
l’extensionL/K estséparablesi tout élément deL est racine d’un polynôme deK[X] à racines
simples dansK[X].

Théorème 1.1.10 (élément primitif).SoitL/K une extension finie séparable. Alors il existeα ∈
L tel queL = K(α) (on dit que l’extension estmonogène).

Théorème 1.1.11.SoitA un anneau intègre noethérien et intégralement clos, de corps de frac-
tionsK. SoitL une extension finie séparable deK, etB la clôture intégrale deA dansL. Alors
B est unA-module finiment engendré. En particulier,B est noethérien.
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Théorème 1.1.12.Soit A un anneau de Dedekind. SoientK le corps des fractions deA et L
une extension finie séparable deK. Alors la clôture intégraleB deA dansL est un anneau de
Dedekind.

Démonstration.On a déjà établi que l’anneauB est intégralement clos dans la proposition 1.1.6.
Montrons que tout idéal premier non nul deB est maximal. SoitP un tel idéal. On pose

P = P∩A ; on aP 6= A carP 6= B. L’anneauA/P est intègre, car il s’injecte dansB/P qui est
intègre, et donc l’idéalP deA est premier. Montrons queP 6= (0). Soitα ∈ P, α 6= 0. Comme
tout élément deB est entier surA, il existe un polynôme unitairef ∈ A[X] tel quef(α) = 0. On
choisitf de degré minimal, et on écrit

f(α) = αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a0 = 0.

L’élémenta0 deA est non nul. En effet, si c’était le cas, on aurait

α(αn−1 + an−1α
n−2 + · · ·+ a1) = 0,

et commeB est intègre etα non nul,αn−1 + an−1α
n−2 + · · · + a1 = 0. Ainsi, α serait annulé

par un polynôme unitaire de degré strictement inférieur à celui def , ce qui n’est pas possible
puisqu’on a choisif de degré minimal. Par ailleurs,

a0 = −αn − an−1α
n−1 − · · · − αa1 ∈ P

et commea0 est aussi dansA, il est dansP . On a montré queP contient un élément non nul,
donc il est non nul. Or, l’anneauA est un anneau de Dedekind, et donc l’idéalP est maximal.
Autrement dit,A/P est un corps. Montrons queB/P est également un corps. Le fait queB soit
un anneau entier surA implique queB/P est un anneau entier surA/P . Soitγ ∈ B/P, non nul.
On a une relation

γn + cn−1γ
n−1 + · · ·+ c1γ + c0 = 0

avec lesci dansA/P etn minimal, et de même que précédemment poura0, on montre quec0 est
non nul. C’est un élément du corpsA/P , et il est donc inversible. Alors

γ(−c−1
0 γn−1 − c−1

0 cn−1γ
n−2 − · · · − c−1

0 c1) = 1

etγ est inversible. DoncB/P est un corps, etP est maximal.
Le fait queB est noethérien est une conséquence du théorème 1.1.11.

1.2 Propriétés de factorisation

1.2.1 Factorisation des idéaux

Rappel.On dit qu’un anneau intègre est factoriel si tout élément non nul peut s’écrire de manière
unique (à l’ordre près des facteurs) comme le produit d’un inversible et d’éléments irréductibles.

Dans cette section, nous allons définir une autre propriété de factorisation, qui, elle, met en jeu des
idéaux.

Définition 1.2.1 (produit d’idéaux). SoientI etJ deux idéaux d’un anneauA. On noteIJ l’idéal
deA engendré par les produitsxy pourx ∈ I ety ∈ J . Ainsi,

IJ = {x1y1 + · · ·+ xnyn, n ∈ N, xi ∈ I, yj ∈ J}.
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Définition 1.2.2 (factorisation des idéaux).SoitA un anneau intègre. On dit queA a la propriété
de factorisation unique des idéauxsi tout idéalI strict deA s’écrit I = P1P2 · · ·Pr, où lesPi

sont des idéaux premiers, et où cette factorisation est unique au sens suivant : siI = Q1Q2 · · ·Qs,
alorsr = s etPi = Qσ(i) pour une certaine permutationσ ∈ Sr.

Dans la suite, nous allons nous intéresser aux points clés de la démonstration du théorème suivant :

Théorème 1.2.3.SoitA un anneau noethérien, dont tous les idéaux premiers non nuls sont maxi-
maux. AlorsA possède la propriété de factorisation unique des idéaux si et seulement siA est
intégralement clos.

Corollaire 1.2.4. Tout anneau de Dedekind a la propriété de factorisation unique des idéaux.

Démonstration du corollaire.Ceci est immédiat d’après la définition d’anneau de Dedekind et le
théorème 1.2.3.

1.2.2 Localisation

Définition 1.2.5 (partie multiplicative). Soit A un anneau. Une partieS deA est ditemultipli-
cativesi 1 ∈ S et si pour tousa, b ∈ S, le produitab appartient àS.

On considère la relationRS définie surA × S par (a, s)RS (b, t) si et seulement il existe
r ∈ S tel quer(at− bs) = 0.

Remarque.Si A est intègre, et0 6∈ S, alors(a, s)RS (b, t) si et seulement siat− bs = 0.

Lemme 1.2.6.La relationRS est une relation d’équivalence surA× S.

Démonstration.Le fait queRS soit réflexive et symétrique est évident.
Supposons que(a, s)RS (b, t) et(b, t)RS (c, u). Il existeq etr dansS tels queq(at−bs) = 0

et r(bu− ct) = 0. On a

qrt(au− cs) = qru(at− bs) + qrs(bu− ct) = 0,

et commeS est multiplicative,qrt ∈ S, ce qui conclut.

Notation. On noteA[S−1] l’ensemble quotientA× S/RS . La classe de(a, s) est notéea/s.

On munit l’ensembleA[S−1] d’une structure d’anneaux de la manière suivante :

(a/s) + (b/t) = (at + bs)/ts
(a/s)(b/t) = ab/ts

1/1 = 1S−1A

L’application
jS : A −→ A[S−1]

a 7−→ a/1

est un morphisme d’anneaux. Pour touts ∈ S, jS(s) = s/1 est inversible d’inverse1/s.

Lemme 1.2.7.SoientA un anneau etP un idéal premier deA. Alors l’ensembleS = A\P est
une partie multiplicative.

Démonstration.Un idéal premier est strict, donc1 6∈ P, donc1 ∈ S. Si a, b ∈ S, alorsa, b 6∈ P ;
doncab 6∈ P carP est premier. Doncab ∈ S.
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Définition 1.2.8 (localisé).SoitP un idéal premier deA. L’anneauA[(A\P)−1] est appeléloca-
lisé deA enP et est notéAP.

Rappel.On dit qu’un anneau est local s’il a un unique idéal maximal.

Le terme de « localisé » est justifié par la proposition suivante :

Proposition 1.2.9. SoientA un anneau etP un idéal premier deA. Le localiséAP est un anneau
local.

Démonstration.Soit PAP = {p/s, p ∈ P, s 6∈ P}. On vérifie facilement quePAP est un idéal
strict, et que tout élément qui n’est pas dedans est inversible. Ceci implique quePAP est un idéal
maximal et qu’il est unique.

Proposition 1.2.10.SoitA un anneau intègre. Alors dans le corps des fractions deA, on a

A =
⋂

P premier

AP.

Démonstration.NotonsK = A(0) le corps des fractions deA. Pour tout idéal premierP deA, on
aA ⊂ AP ⊂ K. Ainsi,

A ⊂
⋂
P

AP.

Inversement, sia/b ∈ AP pour toutP, alors, quel que soitP, b 6∈ P, et doncb est inversible
dansA (sinon l’idéal(b) serait inclus dans un idéal maximal, donc premier). Donca/b = ab−1 ∈
A.

Proposition 1.2.11.SoitP un idéal premier d’un anneauA. Alors l’ensemble des idéaux premiers
deAP est en bijection avec l’ensemble des idéaux premiers deA inclus dansP.

Démonstration.NotonsS = A\P. Considérons l’application qui a un idéal premierP deA in-
clus dansP associe l’idéalI = PAP de AP, et montrons qu’il s’agit d’une bijection entre les
ensembles qui nous intéressent. Plus précisément, on montre qu’elle a pour réciproque l’applica-
tion qui a un idéal premierJ deAP associeQ = j−1

S (J) ∩A.
☞ L’idéal I est premier dansAP. En effet, soienta/s et b/t dansAP tels que(a/s)(b/t) =

(ab)/(st) ∈ I (aveca, b ∈ A et s, t ∈ S). Il existep ∈ P et r ∈ S tels que(ab)/(st) = p/r. Par
définition, il existe doncu ∈ S tel queu(abr−stp) = 0. En particulier,uabr ∈ P . Or,u, r 6∈ P et
P ⊂ P doncu, r 6∈ P . CommeP est premier, nécessairementa ∈ P oub ∈ P . Et par conséquent,
a/s ∈ I ou b/t ∈ I.

☞ L’idéal Q est premier dansA et inclus dansP. En effet, soientx, y ∈ A tels quexy ∈ Q.
Alors (xy)/1 = (x/1)(y/1) ∈ J doncx/1 ∈ J ou y/1 ∈ J , carJ est premier. Par suite,x ∈ Q
ouy ∈ Q etQ est premier. Soitx ∈ Q. En particulier,x/1 ∈ J qui est un idéal strict car premier,
doncx/1 n’est pas inversible dansAP. Cela implique quex n’est pas dansS. Il est dansA, donc
dansP = A\S.

☞ On aI∩A = P . L’inclusionP ⊂ j−1
S (I)∩A est immédiate. Inversement, six ∈ j−1

S (I)∩A,
on ax/1 = a/s aveca ∈ P et s ∈ S. Par définition, il exister ∈ S tel quer(xs− a) = 0. Donc
rxs = ra ∈ P , puis commeP est premier et que, en raison de l’inclusionP ⊂ P, rs 6∈ P , on en
déduitx ∈ P .

☞ On aJ = QAP. Soita/s ∈ J , aveca ∈ A ets ∈ S. Alors a/1 = (a/s)(s/1) ∈ J , et donc
a ∈ j−1

S (J) ∩ A = Q. Il s’ensuit quea/s ∈ QAP. Soit maintenanta/s ∈ QAP, aveca ∈ Q et
s ∈ S. En particulier,a/1 ∈ J et donca/s = (a/1)(1/s) ∈ J .

Notre proposition est démontrée.
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1.2.3 Points clés de la démonstration du théorème 1.2.3

Nous admettrons certaines étapes de la démonstration ; pour une preuve complète, le lecteur pourra
se référer à [1].

Lemme 1.2.12.SoitA un anneau intègre noethérien dont tous les idéaux premiers non nuls sont
maximaux. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) A est intégralement clos.

(ii) AP est intégralement clos pour tout idéal premierP deA.

Démonstration.(i) ⇒ (ii) Soit K le corps des fractions deA (et deAP ). Soitx ∈ K non nul. On
écritx = a/b aveca, b ∈ A. Supposons quex est entier surAP , et soitf ∈ AP [X] un polynôme
unitaire tel quef(x) = 0. On écrit

f = Xn +
an−1

sn−1
Xn−1 + · · ·+ a0

s0

avecai ∈ A et si ∈ A\P . Posonss =
∏n−1

i=0 si. Commesnf(a/b) = 0, on trouve quesa/b ∈ K
est entier surA : (sa

b

)n
+

an−1s

sn−1

(sa

b

)n−1
+ · · ·+ a0s

n

s0
= 0.

L’hypothèseA intégralement clos, assure quec = sa/b est un élément deA. Et doncx = a/b =
c/s est un élément deAP . DoncAP est intégralement clos.

(ii) ⇒ (i) Soit x un entier surA, et f ∈ A[X] unitaire tel quef(x) = 0. Pour tout idéalP
premier deA, A ⊂ AP doncx est entier surAP . CommeAP est intégralement clos,x ∈ AP . Par
ailleurs, on a vu dans la proposition 1.2.10 que⋂

P

AP = A

doncx ∈ A, etA est intégralement clos.

Lemme 1.2.13.SoitA un anneau noethérien dont tous les idéaux premiers non nuls sont maxi-
maux. Alors pour tout idéal maximalM deA, AM est noethérien et ses seuls idéaux premiers sont
(0) etMAM .

Démonstration.Ceci est un corollaire de la proposition 1.2.11.

Lemme 1.2.14.SoitA un anneau local, noethérien, dont tous les idéaux premiers non nuls sont
maximaux. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) A a la propriété de factorisation unique des idéaux.

(ii) A est principal.

(iii) A est intégralement clos.

Lemme 1.2.15.SoitA un anneau noethérien dont tous les idéaux premiers non nuls sont maxi-
maux. AlorsA a la propriété de factorisation unique des idéaux si et seulement siAM a la pro-
priété de factorisation unique des idéaux pour tout idéal maximalM deA.

Le théorème 1.2.3 est un corollaire des lemmes 1.2.12, 1.2.13, 1.2.14 et 1.2.15
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1.3 Ramification

1.3.1 Indice de ramification

Lemme 1.3.1.SoientA un anneau de Dedekind,K son corps des fractions,L une extension finie
deK etB la clôture intégrale deA dansL. SoitP un idéal maximal deA. AlorsPB 6= B.

Ainsi, l’idéal PB deB est non-trivial, et commeB est un anneau de Dedekind, il se factorise
de manière unique en un produit d’idéaux maximaux

PB = M e1
1 · · ·M es

s

où lesMi sont distincts et lesei des entiers strictement positifs.

Définition 1.3.2 (indice de ramification). L’entier ei défini comme ci-dessus est appeléindice de
ramification deMi au dessus deP et est notéeMi/P . SiM n’intervient pas dans la décomposition
au dessus deP on noteeM/P = 0.

Remarque.Les idéaux maximauxMi sont exactement ceux vérifiantP = Mi ∩A.

Définition 1.3.3 (degré résiduel).Si B est unA-module finiment engendré1, le corpsB/Mi est
une extension finie du corpsA/P . On appelledegré résiduel deMi au dessus deP et on note
fMi/P le degré de cette extension.

Théorème 1.3.4.SoientA un anneau de Dedekind de corps de fractionsK, L une extension finie
deK, B la clôture intégrale deA dansL. SiB est unA-module finiment engendré, alors

[L : K] =
∑
M

eM/P fM/P

où la somme est prise sur l’ensemble des idéaux maximaux qui interviennent dans la décomposi-
tion dePB.

Définition 1.3.5 (idéal ramifié). SoientA un anneau de Dedekind,K son corps des fractions,L
une extension finie deK, B la clôture intégrale deA dansL. On suppose queB est unA-module
finiment engendré. SoitM un idéal maximal deB etP = M ∩A. On dit que l’idéalM estramifié
au dessus deP (ou au dessus deA) si, soiteM/P > 1, soit l’extensionB/M deA/P n’est pas
séparable.

On dit qu’un idéal maximalP deA se ramifie dansB si l’idéal PB est contenu dans un idéal
maximalM deB qui est ramifié au dessus deP .

Proposition 1.3.6. SoitA un anneau de Dedekind. Soitf ∈ A[Y ] un polynôme irréductible uni-
taire. Soitα une racine def dans une clôture algébrique du corps des fractionsK deA. On note
M un idéal maximal deA[α] et P = M ∩ A. Enfin, on écritf(Y ) = h(Y ) +

∏s
i=1 gi(Y )ei où

h ∈ PA[Y ] et où lesgi sont tels quēf =
∏s

i=1 ḡei
i est la factorisation en polynômes irréductibles

dans(A/P )[Y ] de la réduction def moduloP . Alors

(1) L’idéal M est engendré par les éléments deP et gi0(α) pour un certaini0 ∈ {1, . . . , s}
unique.

(2) Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f ′(α) 6∈ M .

(ii) ei0 = 1 et l’extensionA[α]/M est séparable surA/P .

1D’après le théorème 1.1.11, c’est notamment le cas si l’extensionL/K est séparable
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(3) Soitπ un générateur de l’idéal maximalPAP deAP . L’anneauA[α]M est un idéal principal
si et seulement siMA[α]M peut être engendré soit parπ, soit pargi0(α).

(4) Si ei0 = 1, alors l’anneauA[α]M est un idéal principal, et l’idéal maximalMA[α]M est
engendré parπ. En particulier,eM/P = 1.

(5) L’anneauA[α] est un anneau de Dedekind si et seulement si l’anneauA[α]M est un idéal
principal pour tout idéalM contenantf ′(α). Sif est un polynôme dont toutes les racines dans
K sont simples, alors il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux deA[α] qui contiennent
f ′(α).

Corollaire 1.3.7. Avec les notations de la proposition précédente,

(i) Si f ′(α) 6∈ M , alorsA[α]M est un anneau principal si et seulement siM n’est pas ramifié
au dessus deA.

(ii) Si A[α] est un anneau de Dedekind, alorsM est ramifié au dessus deA si et seulement si
f ′(α) ∈ M .

1.3.2 Discriminants

Définition 1.3.8 (résultant). SoitA un anneau, et soientf = anXn + · · ·+ a0 et g = bmXm +
· · · + b0 deux polynômes deA[X] avecan et bm non nuls. On appelle résultant def et g, et on
noteRes(f, g), le déterminant de la matrice de l’application linéaireAm−1[X] × An−1[X] →
Am+n−1[X], (u, v) 7→ uf + vg (oùAr[X] désigne l’espace des polynômes de degré inférieur où
égal àr), dans les bases canoniques, à savoir :

an · · · a1 a0

an · · · a1 a0

. . .
. . .

. . .

an · · · a1 a0

bm · · · · · · b1 b0

. . .
. . .

. . .

bm · · · · · · b1 b0



m

n

Définition 1.3.9 (discriminant d’un polynôme). Soit A un anneau, et soitf ∈ A[X], de degré
n, de coefficient dominantan. On suppose quean est inversible dansA. On appelle discriminant
def l’élément

disc(f) = a−1
n (−1)n(n−1)/2 Res(f, f ′).

Exemple 1.3.10.Supposons quef = aX2 + bX + c. On a

Res(f, f ′) =

∣∣∣∣∣∣
a b c
2a b 0
0 2a b

∣∣∣∣∣∣ = 4a2c− ab2

etdisc(f) = b2 − 4ac. On retrouve bien l’expression connue.

Proposition 1.3.11.Soit A un anneau intègre etf ∈ A[X] un polynôme unitaire. SoitK une
clôture algébrique du corps des fractions deA, et soientα1, . . . αn ∈ K les racines def . Alors

disc(f) =
n∏

i=1

∏
j>i

(αj − αi)2.

10



Définition 1.3.12 (discriminant d’une base).SoientA un anneau intégralement clos, de corps
de fractionsK, L une extension finie deK de degrén etB la clôture intégrale deA dansL. Soit
(b1, . . . , bn) uneK-base deL. On appelle discriminant de(b1, . . . , bn) l’élément

disc(b1, . . . , bn) = det(TrL/K(bibj)i,j)

oùTrL/K(α) ∈ K, pourα ∈ L, désigne la trace de l’applicationK-linéaire de multiplication par
α dansL.

Remarque.Avec les notations de la définition précédente, si lesbi sont dansB, alorsdisc(b1, . . . , bn)
est dansA carB ∩K = A.

Ces deux notions de discriminant sont liées par la relation suivante :

Proposition 1.3.13.SoitL/K une extension finie séparable, etα ∈ L tel queL = K(α). Soit
f ∈ K[X] le polynôme minimal deα, etn le degré def . Alors

disc(f) = disc(1, α, . . . , αn−1).

Définition 1.3.14 (idéal discriminant, différente). SoientA un anneau de Dedekind,K son corps
de fractions,L une extension finie deK etB la clôture intégrale deA dansL.
On noteDA/B l’idéal deB

– engendré par les éléments de la formef ′(α), avecα tel queL = K(α) etf le polynôme de
minimal deα, si un telα existe,

– (0) sinon.
Cet idéal est appelédifférentedeB/A.
On note∆B/A l’idéal deA engendré par les éléments de la formedisc(b1, . . . , bn), pour lesK-
bases(b1, . . . , bn) deL contenues dansB. Cet idéal est appeléidéal discriminantdeB/A.

Le lemme suivant est utile pour des calculs explicites de∆B/A :

Lemme 1.3.15.Avec les notations précédentes, on suppose en outre qu’il existeα tel queB =
A[α]. Alors∆B/A = (disc(f)) où f est le polynôme minimal deα. Plus précisément,disc(f) =
disc(1, α, · · · , αn−1).

Théorème 1.3.16.SoientA un anneau de Dedekind,K son corps de fractions,L une extension
finie séparable deK etB la clôture intégrale deA dansL.

(i) Soit M un idéal maximal deB. Alors M est ramifié au dessus deA si et seulement si
DB/A ⊂ M .

(ii) SoitP un idéal maximal deA. AlorsP se ramifie dansB si et seulement si∆B/A ⊂ P .

Corollaire 1.3.17. Il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux maximaux deB ramifiés au dessus deA,
et un nombre fini d’idéaux deA qui se ramifient dansB.

Nous admettons la partie (i) du théorème. On peut montrer en utilisant la notion denormequ’elle
est équivalente à la partie (ii).

1.3.3 Démonstration du théorème 1.3.16 (ii)

Commençons par démontrer le théorème dans le cas où l’anneauA est principal. Dans ce cas,
B est unA-module libre de rangn. Soit(b1, . . . , bn) une base. Alors∆B/A = disc(b1, . . . , bn)A.
L’application bilinéaire

Tr : L× L −→ K
(x, y) 7−→ TrL/K(xy)
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induit une applicationTr : B × B → A. SoitP un idéal maximal deA. Notonsx̄ la classe d’un
élémentx ∈ A dansA/P (resp. d’un élémentx ∈ B dansB/PB). On vérifie aisément que
B/PB est unA/P -espace vectoriel de dimensionn dont une base est(b̄1, . . . , b̄n). Soit

Tr : B/PB ×B/PB −→ A/P
(u, v) 7−→ Tr(B/PB)/(A/P )(uv)

.

On trouve que pour toutx, y ∈ B, Tr(xy) = Tr(xy) dansA/P . Il s’ensuite que la matriceT de la
forme bilinéaireTr dans la base(b̄1, . . . b̄n) est la réduction moduloP de la matriceT de la forme
Tr dans la base(b1, . . . , bn). En particulier,

∆B/A ⊂ P ⇔ disc(b1, . . . , bn) ∈ P

⇔ det(T ) ∈ P

⇔ det(T ) = 0 dansA/P

⇔ det(T ) = 0 dansA/P.

SoitPB = M e1
1 · · ·M es

s la factorisation dePB dansB. Alors par le lemme chinois,

B/PB ' B/M e1
1 × · · · ×B/M es

s .

Posons maintenant

Tri : B/M ei
i ×B/M ei

i −→ A/P
(α, β) 7−→ Tr(B/m

ei
i )/(A/P )(αβ) .

Si l’on choisit pour touti uneA/P -baseBi deB/M ei
i , et que l’on considère laA/P -base « conca-

ténée »B = B1 ∪ · · · ∪ Bs deB/PB, on remarque que la matrice de la forme bilinéaireTr dans
B est formée de blocs diagonaux représentants les formesTri dans la baseBi. Il s’ensuit que

det(Tr) =
s∏

i=1

det(Tri).

En particulier,det(Tr) = 0 si et seulement si il existei ∈ {1, . . . , s} tel quedet(Tri) = 0. Ainsi,
pour prouver le théorème 1.3.16 (ii) lorsqueA est principal, il reste à montrer que

det(Tri) 6= 0 ⇔ ei = 1 etB/Mi est une extension séparable deA/P.

Commençons par montrer que sidet(Tri) 6= 0, alorsei = 1. En effet, siei > 1, l’algèbreB/M ei
i

contient des éléments nilpotents : toutz ∈ Mi/M
ei
i est nilpotent carzei = 0 dansMi/M

ei
i . Le

lemme suivant montre que dans ce cas,det(Tri) est nécessairement nul.

Lemme 1.3.18.SoitA unek-algèbre de dimensionn. SiA contient un élément nilpotent non nul
a, alors le discriminant de la forme bilinéaireTr : A×A → k est égal à0.

Démonstration.Commea est nilpotent, son polynôme caractéristique dansk[X] est égal àXn.
En particulier,TrA/k(a) = 0. L’algèbreA étant commutative, tout multiple dea est également
nilpotent. Soit(a, a2, . . . , an) une base deA surk. Alors la matrice de la forme bilinéaireTr dans
la base(a, a2, . . . , an) a sa première colonne nulle, et donc est de déterminant nul.

Nous allons maintenant montrer que siei = 1, alorsdet(Tri) 6= 0 si et seulement siB/Mi est
séparable surA/P , ce qui achèvera la démonstration du théorème lorsqueA est principal.

Tout d’abord, supposons queB/Mi est une extension séparable deA/P . Soitα ∈ B/Mi tel
queB/Mi = A/P (α), et soitf ∈ A/P [X] le polynôme minimal deα. Comme l’extension est
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séparable, les racines def sont simples et d’après la relation donnée dans la proposition 1.3.11,
disc(f) 6= 0. Donc d’après la proposition 1.3.13,disc(1, α, . . . , αdeg f−1) = det(Tri) 6= 0.

Réciproquement, supposons que l’extension n’est pas séparable. Remarquons tout d’abord que
A/P a nécessairement pour caractéristique un nombre premierp. En effet, toute extension algé-
brique de caractéristique0 est séparable : dans un corps de caractéristique0, tout polynômef
irréductible est à racines simples dans une clôture algébrique. Si ce n’était pas le cas, les poly-
nômesf et f ′ auraient une racine commune ; de plus, la caractéristique étant nulle,f ′ 6= 0. Par
conséquent, le pgcd def et f ′ serait de degré supérieur à1 et strictement inférieur àdeg f , et
constituerait un facteur non trivial def . En particulier, le polynôme minimal de tout élément est à
racine simples.

Notonsk0 ⊂ B/Mi la plus grande extension séparable deA/P dansB/Mi. Par hypothèse,
k0 6= B/Mi, donc [B/Mi : k0] = ps pour un certains > 1. Soit α ∈ B/Mi et soit f =
Xr + ar−1X

r−1 + · · · + a0 son polynôme minimal ; on peut considérer l’extensionA/P (α).
Une A/P -base de cette extension est(1, α, . . . , αr−1). Soit (f1, . . . , ft) une base deB/Mi sur
A/P (α). Alors la famille(f1, αf1, . . . , α

r−1f1, . . . , ft, αft, . . . , α
r−1ft) est une base deB/Mi

surA/P , dans laquelle la matrice de multiplication parα est la matrice diagonale par bloc Cα

. . .

Cα


avec

Cα =



0 · · · · · · 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

...
0 · · · 0 1 −ar−1


.

On en déduit immédiatement que

Tr(B/Mi)/(A/P )(α) = −[B/Mi : A/P (α)] · ar−1.

Distinguons maintenant deux cas. Tout d’abord, siα ∈ k0, alors [B/Mi : k0] divise [B/Mi :
A/P (α)], et en particulierp divise [B/Mi : A/P (α)]. Alors Tr(α) = 0 dansA/P . Si α 6∈ k0,
par définition dek0, cela signifie quef n’est pas à racines simples. Comme il est irréductible,
cela implique quef ′ est nul (sinon on trouverait un facteur non trivial comme dans le cas de
la caractéristique nulle), et donc quef est de la formeg(Xp) pour un certaing. En particulier,
ar−1 = 0, ce qui entraîne à nouveau queTr(α) = 0. Finalement, on en déduit que la formeTri

est nulle, et donc son déterminant aussi.

Passons maintenant au cas général, oùA est un anneau de Dedekind quelconque.

Lemme 1.3.19.SoitS une partie multiplicative deA. Alors∆B[S−1]/A[S−1] = ∆B/A[S−1].

Démonstration.Toute base de l’extensionL/K contenue dansB est bien entendue également
contenue dansB[S−1] qui est la clôture intégrale deA[S−1], et donc∆B/A[S−1] ⊂ ∆B[S−1]/A[S−1].

Toute base deL/K contenue dansB[S−1] est de la forme(b1/s, . . . , bn/s) (quitte à multiplier
par un dénominateur commun qui est un élément deA) où s ∈ S et (b1, . . . , bn) est une base de
L/K contenue dansB. On en déduit que∆B[S−1]/A[S−1] ⊂ ∆B/A[S−1].

Lemme 1.3.20.SoientA un anneau,P un idéal maximal deA et S ⊂ A\P une partie multipli-
cative deA. Les corpsA/P etA[S−1]/P [S−1] sont isomorphes.
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Démonstration.Tout d’abord montrons queA[S−1]/P [S−1] n’est pas l’anneau nul. Soita/s ∈
A[S−1], a ∈ A, s ∈ S. Supposons quea/s ∈ P [S−1]. Alors il existep ∈ P , t, r ∈ S tels que
r(at− ps) = 0, et en particulier,rat ∈ P . CommeP est premier et quer, t 6∈ P (carS ⊂ A\P ),
a ∈ P . Par contraposée, sia ∈ A\P et s ∈ S, alorsa/s 6∈ P [S−1] et doncA[S−1]/P [S−1] n’est
pas l’anneau nul. On considère les applications naturellesπ : A → A/P , js : A → A[S−1] et
πS : A[S−1] → A[S−1]/P [S−1]. Comme(πS ◦ js)(P ) = 0, l’applicationπS ◦ jS se factorise par
π, et on a donc un diagramme commutatif :

A
js //

π

��

A[S−1]

πS

��
A/P

h // A[S−1]/P [S−1]

Il s’agit de montrer queh est un isomorphisme. CommeA/P est un corps et queA[S−1]/P [S−1]
n’est pas l’anneau nul,h est injective. Soitx ∈ A[S−1]/P [S−1] ; x est de la formeπS(a/s) pour
un certaina/s ∈ A[S−1] (a ∈ A, s ∈ S). Soit t ∈ A tel quets − 1 ∈ P (c’est-à-dire un élément
dont la classe dansA/P est l’inverse de la classe des). Considérons l’élémenty = π(at). Alors

h(y) = h ◦ π(at) = πS ◦ js(at) = πS(at/1).

En outre, commets− 1 ∈ P , a(ts− 1)/s = at/1− a/s ∈ P [S−1] donc

πS(at/1) = πS(a/s) = x

ce qui conclut.

Lemme 1.3.21.SoitP un idéal maximal deA. SoitS = A\P . L’idéal P se ramifie dansB si et
seulement siPAP ⊂ AP se ramifie dansB[S−1].

Démonstration.SoitPB = M e1
1 · · ·M es

s la factorisation dePB dansB. Alors

(PB)[S−1] = (M1[S−1])e1 · · · (Ms[S−1])es

est la factorisation de(PAP )B[S−1] = (PB)[S−1] dansB[S−1]. En particulier,

eMi/P = eMi[S−1]/PAP
.

En outre, d’après le lemme 1.3.20, le corpsB[S−1]/Mi[S−1] est isomorphe àB/Mi, et en parti-
culier, ils sont soit tous deux séparables, soit tout deux non séparables surA/P = AP /PAP .

Il ne reste plus qu’à conclure. SoitP un idéal maximal deA et S = A\P . Alors ∆B/A ⊂ P
si et seulement si∆B/A[S−1] ⊂ PAP , c’est-à-dire d’après le lemme 1.3.19, si et seulement si
∆B[S−1]/A[S−1] ⊂ PAP . Rappelons que les localisés d’un anneau de Dedekind sont des anneaux
principaux, et le cas des anneaux principaux ayant été traité, on en déduit que cette dernière condi-
tion est équivalente au fait quePAP se ramifie dansB[S−1]. Enfin, d’après le lemme 1.3.21, ceci
est encore équivalent au fait queP se ramifie dansB, ce qui conclut.
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Partie 2

Théorie des nombres

Le but de cette partie est d’étudier des clôtures intégrales deZ en utilisant la notion d’anneau de
Dedekind.

2.1 Définitions et premières propriétés

Définition 2.1.1 (entier algébrique). Soit L un anneau contenantZ. On dit queα ∈ L est un
entier algébriques’il est entier surZ.

Définition 2.1.2 (corps de nombres).On dit qu’un corpsL est uncorps de nombressi c’est une
extension finie deQ.

Définition 2.1.3 (anneau d’entiers).SoitL un corps de nombres. On appelleanneau des entiers
deL, et on noteOL, la clôture intégrale deZ dansL.

L’anneauZ étant principal, donc de Dedekind, ce théorème 1.1.12, page 5, a pour corollaire la
proposition suivante :

Proposition 2.1.4. SoitL un corps de nombres. L’anneauOL est de Dedekind.

2.2 Exemples

2.2.1 Les corps cyclotomiques

Définition 2.2.1 (corps cyclotomique).Les corps de nombresQ(e2iπ/n) avecn ∈ N∗ sont appe-
léscorps cyclotomiques.

Théorème 2.2.2.L’anneau des entiers deQ(e2iπ/n) estZ[e2iπ/n].

On peut montrer facilement que les anneauxZ[e2iπ/3] etZ[i] sont principaux, donc factoriels.
Cependant, ce n’est pas le cas, en général, de l’anneauZ[e2iπ/n] (par exemple, l’anneauZ[e2iπ/23]
ne l’est pas). Mais un tel anneau étant une clôture algébrique deZ dans une extension finie sépa-
rable deQ, c’est un anneau de Dedekind, et en particulier il possède la propriété de factorisation
unique des idéaux. Historiquement, c’est afin de palier au défaut de factorialité de ces anneaux
qu’ont été introduites les notions de factorisations des idéaux, et développée la notion d’anneau de
Dedekind.

Proposition 2.2.3. Soit p un nombre premier. Alors(p) est le seul idéal maximal deZ qui se
ramifie dansZ[e2iπ/p].
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Démonstration.Notonsω = e2iπ/p et B = Z[ω]. Le polynôme minimal deω est le polynôme
cyclotomiqueXp−1 + . . .+X +1 qui est de degrép−1, donc l’extensionQ(ω)/Q est également
de degrép − 1. Une base de cette extension est(1, ω, . . . , ωp−2). On calcule∆B/Z grâce à la
relation∆B/Z = (disc(1, ω, . . . , ωp−2)). Soit j ∈ N ; on établit facilement en écrivant le matrice
de multiplication parωj dans cette base queTrB/Z(ωj) = p−1 si j ≡ 0 (mod p) etTrB/Z(ωj) =
−1 sinon. On a

disc(1, ω, . . . , ωp−2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Tr(1) Tr(ω) · · · Tr(ωp−2)
Tr(ω) Tr(ω2) · · · Tr(ωp−1)

...
...

...
Tr(ωp−2) Tr(ωp−1) · · · Tr(ω2p−2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p− 1 −1 · · · · · · · · · −1
−1 −1 · · · · · · · · · −1
...

... . .
.

p− 1
...

... . .
.

. .
.

−1
...

... . .
.

. .
.

. .
. ...

−1 −1 p− 1 −1 · · · −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(retirer la colonne 2 aux autres)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p −1 0 · · · · · · 0
0 −1 0 · · · · · · 0
...

...
... . .

.
p

...
...

... . .
.

. .
.

0
...

... 0 . .
.

. .
. ...

0 −1 p 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(développer selon la ligne 2)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p 0 · · · · · · 0
0 0 · · · 0 p
...

... . .
.

. .
.

0
... . .

.
. .

.
. .

. ...
0 p 0 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= pp−2.

Ainsi, ∆B/Z = (pp−2) et le théorème 1.3.16 (ii) permet de conclure.

2.2.2 Les corps quadratiques

Définition 2.2.4 (corps quadratiques).On dit qu’un corps est uncorps quadratiquesi c’est une
extension de degré2 deQ.

Proposition 2.2.5. Pour tout corps quadratiqueK, il existe un entier relatifd sans facteur carré
tel queK = Q(

√
d) (où

√
d désigne une racine carré quelconque ded).

Démonstration.Soit z ∈ K\Q. On a alorsQ  Q(z) ⊂ K, l’inclusion stricte implique que
[Q(z) : Q] > 2. Comme de plus,[K : Q] = 2, on en déduit queQ(z) = K. En particulier,
z est de degré2 et son polynôme minimal est de la formeX2 + aX + b, aveca, b ∈ Q. Alors
(z + 1

2a)2 = −b + 1
4a2. PosonsD = −b + 1

4a2 ; c’est un nombre rationnel. Il n’est pas nul, sinon
on auraitz = −1

2a, d’où z ∈ Q, ce qui n’est pas le cas. On peut écrire une décomposition en
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facteurs premiersD = ε
∏

pni
i avecε = ±1 etni ∈ Z∗. Maintenant, posonsmi = 1 si ni est pair

etmi = 0 si ni impair, et soitd = ε
∏

pmi
i . Alors,d est sans facteur carré, et de plus,

D

d
=
∏

pni−mi
i =

(∏
p
(ni−mi)/2
i

)2

est un carré, carni −mi est pair. Posonsr2 = D/d avecr ∈ Q.
Posonsδ =

√
d et vérifions maintenant queK = Q(δ). Tout d’abord,(z + 1

2a)2 = dr2 =
(δr)2. Par suite,δ = ±(z + 1

2a)/r appartient àK. En outre,δ 6∈ Q car cela entraîneraitz =
−1

2a± rδ ∈ Q. Le même argument que celui appliqué au début àz nous donneK = Q(δ).

Remarque.Un tel entierd est unique, mais nous ne le démontrons pas. Il est assez immédiat de
voir queQ(

√
d) = {p + q

√
d, p, q ∈ Q}. De plus, l’écriturep + q

√
d avecp, q ∈ Q est unique, ce

que nous admettons également.

Théorème 2.2.6.Soitd un entier relatif sans facteur carré.
– Sid 6≡ 1 (mod 4), alors l’anneau des entiers deQ(

√
d) estZ[

√
d].

– Sid ≡ 1 (mod 4), alors l’anneau des entiers deQ(
√

d) estZ[1+
√

d
2 ].

Démonstration.Si p + q
√

d ∈ Q(
√

d) est un entier algébrique, alors dans le cas oùq 6= 0, il est
de degré2 et il existea, b ∈ Z tels que(p + q

√
d)2 + a(p + q

√
d) + b = 0. En développant, et en

utilisant l’unicité de l’écriture, on obtientp2 + q2d + ap + b = 0 et 2pq + aq = 0. La deuxième
égalité s’écrit2p + a = 0, et on obtienta = −2p et b = p2 − q2d. Ainsi, le fait quep + q

√
d soit

un entier algébrique est équivalent au fait que2p et p2 − q2d soient des entiers relatifs. Siq = 0,
les mêmes conditions conviennent aussi1.

La première condition entraînep ∈ Z oup + 1
2 ∈ Z. Commençons par étudier le premier cas.

Dans ce cas,q2d ∈ Z. Si l’on écrit q = r/s, avecr et s entiers premiers entre eux, etq2d = n
avecn ∈ Z, on obtientr2d = s2n. Par suite,s2 divised et commed est sans facteur carré,s = ±1
et q ∈ Z. Inversement, sip, q ∈ Z, alors2p ∈ Z et p2 − q2d ∈ Z, doncp + q

√
d est un entier

algébrique.
Dans le deuxième cas, on ap+ 1

2 ∈ Z. Posonsn = p2− q2d. On a4n = (2p)2−d(2q)2, donc
d(2q)2 est entier, et commed est sans facteur carré, comme précédemment on obtient2q ∈ Z.
PosonsP = 2p et Q = 2q ; on est dans le cas oùP est impair. DoncdQ2 = P 2 − 4n est
également impair, et par suite,d et Q sont impairs. En particulierP−1

2 + Q−1
2

√
d est un entier

algébrique, donc(p+ q
√

d)− (P−1
2 + Q−1

2

√
d) = 1+

√
d

2 aussi. Or, le polynôme minimal de1+
√

d
2

estX2 − X + 1−d
4 , il doit être à coefficients entiers, doncd ≡ 1 (mod 4). Cela démontre que

si d 6≡ 1 (mod 4), ce cas ne se produit pas, et l’ensemble des entiers algébriques deQ(
√

d) est
{p + q

√
d, p, q ∈ Z} = Z[

√
d].

Supposons maintenant qued ≡ 1 (mod 4). Alors, comme vu précédemment,1+
√

d
2 est un

entier algébrique, de polynôme minimalX2−X + 1−d
4 , ce qui implique queZ[1+

√
d

2 ] ⊂ OQ(
√

d).

Par ailleurs, on a montré que les entiers algébriques deQ(
√

d) étaient de la formeP2 + Q
2

√
d, avec

P,Q ∈ Z et de même parité. Donc sip+q
√

d est entier algébrique, alorsp−q = P−Q
2 est un entier

relatif ; rappelons qu’on a également2q ∈ Z. Doncp + q
√

d = (p − q) + 2q 1+
√

d
2 ∈ Z[1+

√
d

2 ].
Finalement, l’anneau des entiers deQ(

√
d) estZ[1+

√
d

2 ].

Proposition 2.2.7. Dans le cas oùd 6≡ 1 (mod 4), les idéaux premiers deZ qui se ramifient dans
Z[
√

d] sont(2) et les(p) pour tout facteur premierp ded.

1Si q = 0, il s’agit de savoir sip ∈ Q est un entier algébrique, mais ceci est le cas si et seulement sip ∈ Z. Or, on
vérifie facilement quep ∈ Z⇔ 2p ∈ Z etp2 ∈ Z.
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Dans le cas oùd ≡ 1 (mod 4), les idéaux premiers deZ qui se ramifient dansZ[1+
√

d
2 ] sont

les(p) pour tout facteur premierp ded.

Démonstration.Plaçons-nous d’abord dans le cas oùd 6≡ 1 (mod 4), et notonsB = Z[
√

d].
On calcule∆B/Z à l’aide du lemme 1.3.15. Le polynôme minimal de

√
d estX2 − d, et son

discriminant est4d. Ainsi, ∆B/A = (4d).

Maintenant, supposons qued ≡ 1 (mod 4) et notonsB = Z[1+
√

d
2 ]. Le polynôme minimal

de 1+
√

d
2 estX2 −X + 1−d

4 , dont le discriminant estd. Donc∆B/A = (d).
Dans les deux cas, le théorème 1.3.16 (ii) permet de conclure.
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Partie 3

Courbes algébriques

3.1 Définitions et premières propriétés

Définition 3.1.1 (espace affine).Soit k un corps. On noteAn(k), et on appelleespace affine
de dimensionn à coordonnées dansk, l’espacekn. Les éléments deAn(k) sont appeléspoints.
L’espace affine de dimension1 est appelédroite affine. L’espace affine de dimension2 est appelé
plan affine.

Définition 3.1.2 (sous-ensemble algébrique).Soit S ⊂ k[X1, . . . , Xn] un ensemble de poly-
nômes àn variables. L’ensemble

Zk(S) = {(x1, . . . , xn) ∈ An(k),∀f ∈ S, f(x1, . . . , xn) = 0}

est appeléensemble des zéros communs deS. On pourra le noterZ(S) s’il n’y a pas d’ambiguïté
sur le corps. SiS = {f} est un singleton, on notera plus simplementZ({f}) = Z(f).

Une partieV deAn(k) telle qu’il existeS ⊂ k[X1, . . . , Xn] vérifiantV = Z(S) est appelé
sous-ensemble algébriquedeAn(k). Dans le cas oùn = 2, on parle decourbe algébrique.

Exemple 3.1.3.On aAn = Z(0), et si(x1, . . . , xn) ∈ An est un point,(x1, . . . , xn) = Z(X1 −
x1, . . . , Xn − xn). Voici quelques autres exemples d’ensembles algébriques aveck = R.

(A) Z(Y 2 −X(X2 − 1)) ⊂ A2 (B) Z(Y 2 −X2(X + 1)) ⊂ A2
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(C) Z(Y 2 −XY −X2Y + X3) (D) Z(−Z3 + X4 + Y 3 − 1) ⊂ A3

Propriétés 3.1.4.On a les propriétés suivantes :

(i) SiI est l’idéal engendré parS, alorsZ(S) = Z(I). En particulier, tout ensemble algébrique
est l’ensemble des zéros communs d’un idéal.

(ii) SiE est un ensemble quelconque d’idéaux, alors

Z

(⋃
I∈E

I

)
=
⋂
I∈E

Z(I)

et en particulier, une intersection quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble al-
gébrique.

(iii) Si I ⊂ J , alorsZ(J) ⊂ Z(I).

(iv) Si f et g sont deux polynômes, alorsZ(fg) = Z(f) ∪ Z(g). Plus généralement, siI et J
sont deux idéaux dek[X1, . . . , Xn], alors

Z(I) ∪ Z(J) = Z(IJ)

et en particulier, toute union finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

La démonstration de ces propriétés est immédiate.

Remarque.SiV est un ensemble algébrique, alors il existe en fait un ensembleS fini de polynômes
tel queV = Z(S). En effet, l’anneauk[X1, . . . , Xn] est noethérien, et comme tout ensemble
algébrique est de la formeZ(I) pour un certain idéalI, il suffit de considérer une partieS finie
qui engendreI.

Définition 3.1.5 (topologie de Zariski). Les propriétés précédentes montrent que les sous-en-
sembles algébriques deAn(k) sont les fermés d’une topologie, appeléetopologie de Zariski.

3.2 Points singuliers

Définition 3.2.1 (point singulier). Soit f ∈ k[X, Y ]. On dit qu’un point(a, b) ∈ Zk(f) est un
point singuliersi ∂f

∂x (a, b) = ∂f
∂y (a, b) = 0. On dit alors que la courbeZk(f) estsingulièreau

point (a, b). Si une courbe ne contient aucun point singulier, on dit qu’elle estnon singulière.

Exemple 3.2.2.Dans l’exemple 3.1.3, la courbe (A) est non singulière. La courbe (B) présente
une singularité en(0, 0), et la courbe (C) présente deux singularités, en(0, 0) et en(1, 1).

Notation. Si f ∈ k[X, Y ] est un polynôme, on considérera l’anneau quotientk[X, Y ]/(f), que
l’on noteraCf .
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Théorème 3.2.3.Soit k un corps algébriquement clos, et soitf ∈ k[X, Y ] un polynôme irré-
ductible. Alors l’anneauCf est intégralement clos si et seulement si la courbeZk(f) est non
singulière.

Remarque.Par ailleurs, sif est irréductible, on peut montrer que l’anneauCf est noethérien et
que tous ses idéaux premiers non nuls sont maximaux.

3.3 Interprétation géométrique de la ramification

Soit k un corps algébriquement clos, et soitf ∈ k[X, Y ] un polynôme irréductible, avec
degY (f) = n > 0, et unitaire enY (on peut toujours se ramener à cette dernière condition par
un changement de repère affine). On suppose que la courbeZk(f) est non singulière. Notons
A = k[X] et K le corps des fractions deA ; ainsi on peut voirf comme un polynôme unitaire
et irréductible de degrén deA[Y ]. On noteL le corps des fractions deCf . On identifie l’anneau
Cf à A[α] où α ∈ K est une racine def comme polynôme deA[Y ], de sorte que l’on ait une
inclusionA ⊂ Cf (qui est en fait un morphisme injectif canonique). Commef est unitaire enY ,
l’anneauCf est entier surA. De plus,Z(f) est non singulière, doncCf est intégralement clos, et
par suite, est la clôture intégrale deA dansL.

Rappelons de plus queA = k[X] est principal, donc de Dedekind. Les idéaux maximaux de
k[X] sont ceux engendrés par un polynôme irréductible, et commek est algébriquement clos, les
polynômes irréductibles sont ceux de degré1. Ainsi, k ' A1(k) est en bijection avec l’ensemble
des idéaux maximaux deA par l’applicationx 7→ (X − x). SoitP = (X − x) un idéal maximal
deA. À quelle condition surx l’idéal P se ramifie-t-il enCf ?

Si M est un idéal maximal deCf , il est engendré par les classes modulof de (X − x) et
(Y − y) pour un certain couple(x, y) ∈ Zk(f). Par abus, on noteraM = (X − x, Y − y). À x
fixé, les idéaux maximaux deCf contenantP = (X − x) sont lesM = (X − x, Y − y) poury
tel que(x, y) ∈ Zk(f). On a, d’une part

Cf/M ' k[X, Y ]/(X − x, Y − y) ' k,

d’autre part,A/P = k[X]/(X − x) ' k. Ainsi l’extensionCf/M est séparable et de degré1 sur
A/P . Le fait qu’elle soit séparable implique queM est ramifié au dessus deP si et seulement si
eM/P > 1, par définition. D’autre part, le fait qu’elle soit de degré1 signifie quefM/P = 1, et le
théorème 1.3.4 implique que∑

M⊃P

eM/P = [L : K] = [Frac(A[Y ]/(f)) : Frac(A)] = degY (f) = n.

Ainsi, P se ramifie dansCf si et seulement si il existe strictement moins den idéaux maximaux
deCf contenantP .

Considérons l’applicationπ : Zk(f) → A1(k), (x, y) 7→ x. Commek est algébriquement
clos, cette application est surjective. De plus,degY (f) = n donc pourx ∈ A1 fixé, π−1({x})
contient au plusn points. L’ensemble des idéaux maximaux deCf contenantP = (X − x) est
en bijection avecπ−1({x}) par l’application(X − x, Y − y) 7→ y. Ainsi, d’après l’étude faite ci-
dessus,P = (X − x) se ramifie dansCf si et seulement siπ−1({x}) contient strictement moins
den points. D’après le corollaire 1.3.17, il n’y a qu’un nombre fini de tels idéaux.

La figure ci-dessous illustre les cas de ramification possible lorsquen = 4. Le terminologie
ramificationprend tout son sens dans cette vision géométrique des choses.
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Zk(f)

A1(k)

π

4

x1

2

2

x2

2

x3

3

x4

Remarque.Le dessin ci-dessus est trompeur, dû au fait queR n’est pas algébriquement clos, et
que sur une courbe algébrique réelle, tout point n’a pas toujoursn antécédents. En particulier, les
points de ramification semblent singuliers, alors qu’en réalité ils ne le sont pas.

Dans la première partie, nous avons énoncé une proposition assez générale, la proposition
1.3.6, nous permettant d’obtenir des informations sur la ramification d’une extension d’anneaux
de la formeA[α]/A. Les courbes algébriques représentent un cas particulier, plus simple, de cette
situation, avecA = k[X] et Cf ' A[α]. On se donnef vérifiant les mêmes conditions que
ci-dessus, sauf queZ(f) n’est plus nécessairement supposée non-singulière.

SoitM = (X − x, Y − y) avec(x, y) ∈ Z(f) un idéal maximal deCf . SoitP = (X − x) =
M ∩k[X]. On écritf = (X−x)h(X, Y )+

∏s
i=1(Y −yi)ei . Dans cette situation, il est immédiat,

grâce à l’égalitéf(x, y) = 0, quey = yi0 pour un certaini0 ∈ {1, . . . , s} unique, ce qui traduit
l’affirmation (1) de la proposition 1.3.6. Ce que l’on avait alors notéf ′ est ici la dérivée partielle
∂f
∂Y , qui s’écrit

∂f

∂Y
(X, Y ) = (X − x)

∂h

∂Y
+

s∑
i=1

(
ei(Y − yi)ei−1

∏
j 6=i

(Y − yj)ej
)
.

Savoir si «f ′(α) ∈ M ou non » revient ici à savoir si∂f
∂Y (x, y) est nul ou non. Or,∂f

∂Y (x, y) =
ei0 × 0ei0

−1 et donc ∂f
∂Y (x, y) 6= 0 si et seulement siei0 = 1 (on utilise la convention00 = 1).

On retrouve l’affirmation (2) de la proposition 1.3.6 (les extensions, dans ce cas-là, sont toujours
séparables comme on l’a remarqué plus haut). Si l’on se place maintenant dans le localisé(Cf )M ,
on peut écrire

0 =
(X − x)h(X, Y )∏

i6=i0
(Y − yi)ei

+ (Y − yi0)
ei0 ∈ (Cf )M

autrement dit(X − x)h̃(X, Y ) = (Y − yi0)
ei0 avech̃ ∈ (Cf )M . Soit g ∈ M(Cf )M . Il existe

g1, g2 ∈ (Cf )M telles queg = (X − x)g1(X, Y ) + (Y − yi0)g2(X, Y ). Dans le cas oùei0 = 1,
on a doncg = (X − x)(g1 + h̃g2), et ainsiM(Cf )M est engendré parX − x. C’est l’affirmation
(4) de la proposition 1.3.6. Enfin, rappelons que l’anneauCf est de Dedekind si et seulement si
Z(f) est non singulière (théorème 3.2.3). L’affirmation (5) de la proposition affirme quant à elle
queCf est un anneau de Dedekind si et seulement si(Cf )M est un anneau principal pour tout
idéal maximalM deCf . La proposition suivante établit directement ce lien :

Proposition 3.3.1. Un point(x, y) deZ(f) est non-singulier si et seulement si l’anneau(Cf )M ,
oùM = (X − x, Y − y), est principal.

Exemple 3.3.2.Considérons le polynômef = Y n −X pour un certainn > 0. Il est irréductible
dansk[X, Y ]. Soitx ∈ k. Le polynômef s’écrit sous la forme

f = (x−X) + Y n − x = (x−X) +
∏

ω∈µn

(Y − ωξ)eω

où ξ désigne une racinen-ième dex dansk et µn l’ensemble des racinesn-ièmes de l’unité dans
k. Si la caractéristique dek est un nombre premierp, on se place uniquement dans le cas oùn est
premier avecp. Il y a alors exactementn racinesn-ièmes de l’unité, et donceω = 1 pour toutω.
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☞ Si x 6= 0, alorscard{ωξ, ω ∈ µn} = card µn = n, et donc l’idéal maximal(X − x) de
k[X] ne se ramifie pas dansCf .

☞ Si x = 0, alorsf = (0−X) + (Y − 0)n, l’idéal maximal(X) se ramifie et son indice de
ramification estn.

Sur la courbe représentative deZ(f), on aura un seul point de ramification en(0, 0), où convergent
toutes les branches.

Intéressons-nous au cas simplen = 2 et k = C. On peut représenter dansR2 la courbe
Z(Y 2 −X) :

Le point de ramification(0, 0) est visible sur la figure. Les réels strictement positifs ont chacun
deux antécédents réels. Représenter la courbe dansC2 nécessiterait quatre dimensions, ce qui
demande un certain effort d’imagination. On peut par exemple la voir comme un plan que l’on
aurait coupé le long d’un demi-axe partant de l’origine, puis que l’on aurait recollé après lui avoir
fait faire un tour autour de l’origine.

Remarque.Si l’entiern n’est pas premier avecp, alorseω > 1 pour toutω. Plus généralement, si
le degrén du polynôme considéré n’est pas premier avec la caractéristique du corps, l’étude de la
ramification est plus compliquée. On parle deramification sauvage.
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