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Partie 1
Geénéralités

1.1 Cloéture intégrale et anneaux de Dedekind

Dans tout ce document, les anneaux sont supposés commutatifs et unitaires, et les extensions de
corps sont algébriques. Dans cette partie, nous introduisons différentes notions d’algébre commu-
tative, notamment celles de clbture intégrale, d’anneau de Dedekind et de ramification. Les parties
suivantes ont pour but de donner des exemples de tels objets en théorie des hombres et en géomeé-
trie algébrique. Certains résultats sont admis dans ce document. Le lecteur pourra en trouver les
démonstrations dans [1].

Définition 1.1.1 (entier sur un anneau, anneau entier) SoientZ un anneau el un sous-anneau
de L. Sia € L estracine d'un polyndme unitaire & coefficients ddnen dit que«x est unentier
sur A.

Si tout élément dé. est entier sur, on dit queL est unanneau entier Sud.

Proposition 1.1.2. Soient un corps etd un sous-anneau de. Soita. € L. Alors les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) L'élémenta est entier surA.

(i) Le sous-annead|«| de L est unA-module finiment engendré.
(i) 1l existe unA-sous-modulé/ de L finiment engendré tel queM C M.

Démonstration.(i) = (ii). Soit « € L un entier sutd. Soit X" + a, 1 X" ' + - + a1 X + ag
un polyndme annulateur de, aveca; € A pouri = 0,...,n — 1. Montrons que led-module
Ala] est engendré pdr, o, ...,a" . Pour cela, il suffit de montrer que pour taut n, o' est
une combinaison linéaire de. . ., o"~! a coefficients dand. Or, on a la relation

Q" = —ag — a0 — - —ay_ 10"
et une récurrence immédiate permet de conclure.
(i) = (iii). Il suffit de choisir M = A[al].
(iii) = (i). Considérons une famille génératrice demoduleM, (eq, ..., e,). Commeae; €
M pour tout; entrel etn, il existe des élements; € A tels que

n
ae; = E Cij€j-
j=1

NotonsC' la matrice(c;;)1<i j<n, €t E la transposée de la matri€e,, . .., e, ). La relation pré-
cédente s’écrit sous forme matricielld? = C'E, soit (al,, — C')E = 0, autrement dit, le noyau



deal, — C n’est pas réduit &. Les coefficients de.l,, — C étant dans un corps, a savaiyceci
implique que le déterminant de/,, — C' est nul. Celui-ci est de la forme

n—1
det(al, —C) =a" + Z apa’,
k=0

ou lesay, s’expriment comme polynémes en lgs, donc sont des éléments de Ainsi, o est
racine d’'un polynéme unitaire a coefficients dahsglonc est entier sud. O

Corollaire 1.1.3. SoientL un corps etd un sous-anneau de. Soit B I'ensemble des entiers de
L sur A. Alors B est un sous-anneau de

Démonstration.Bien entendu] € B. Soienta et 3 deux éléments d8. Il s’agit de montrer que
a + [ eta sont également des élémentsigle

D’aprés la proposition précédenté|a] et A[3] sont finiment engendrés commemodules.
Notons(ey,...,e,) une famille génératrice dd[a] et (f1,..., fs) une famille génératrice de
A[f]. Le A-module A[«, 3] est engendré par la familie; f;,1 < ¢ < r,1 < j < s), et donc
est finiment engendré. Qg + ) Ala, §] C Ale, 5] et (af)Ala, 5] C Ala, 8]. On conclut par
l'implication (iii) = (i) de la proposition précédente. O]

Définition 1.1.4 (cl6ture intégrale). SoientL un corps etd un sous-anneau de. L'anneauB
des entiers dé sur A est appelé&l6ture intégralede A dansL.

Définition 1.1.5 (anneau intégralement clos)On dit qu'un anneau intégré estintégralement
closs'il est égal a sa cléture intégrale dans son corps de fractions.

Proposition 1.1.6. Soient4 un anneau intégrel’ son corps des fractiond, une extension d&
et B la cléture intégrale ded dansL. Alors

(i) Sia € L, il existeb € B eta € A tels quea = b/a. En particulier, L est le corps des
fractions deB.

(i) L'anneauB est intégralement clos.
(iii) Si A estintégralement clos, aloB N K = A.

Démonstration.(i) Soienta € L etg € K[X] un polyndme annulateur. Comni¢ est le corps
des fractions del, on peut écrire

Cnle”*1_|_..._|_7

= X"+
g dp—1 do

avece;,d; € Aetd; #0,Yi =0,...,n—1. Posonsl = ]_[?:_01 d;. Onad"g(a) = 0, c’est-a-dire :

(da)” + 2L d(da)y™ L + -+ Lgn = 0.
dn—l dO
Par constructiong—id € A, Vi =0,...,n — 1, et doncda est racine d’'un polyndéme unitaire a
coefficients dansl. Ainsi, b = da € B, eta = b/d, ce qui conclut.
(i) Soit B’ la cl6ture intégrale dé&3 dansL. Il s’agit de montrer que tout élément d# est
entier surA. Soita € B’. Commex est entier sui, il existe

g(X)=X"+b, 1 X" +... £ by € B[X]

tel queg(a) = 0. Considérons le sous-annedlby, ..., b,_1] de B’. Alors Albg,...b,_1] est
un A-module finiment engendré. En effet, lessont tous entiers sul. D’aprés la proposition



1.1.2, A[bg] est unA-module finiment engendré. Supposons par récurrencedfiue. . ., b;] est
engendré par des éléments ..., e,. Commeb;;, est entier surd, A[b;;1] est engendré par

un nombre fini d'élémentg, .. ., f,. FinalementAlby, . .., b;+1] est engendré par lesf;, 1 <
i <r, 1< j < s. Etdonc, par récurrencelby,...b,—1] est finiment engendré. La-module
Alby, ..., bn—1, a] estlui-aussi finiment engendré, par 'ensemble

{uiak,léigm,nggn—l}

ou (uj)1<i<m €st une famille génératrice dé[bo,...,b,—1]. De plus,aAlby,...,bp—1,a] C
Albo, . ..,bn—1,a]. La proposition 1.1.2 assure alors quest entier SU.
(i) Immeédiat d’apreés les définitions de cléture intégrale et d'anneau intégralement clgs.

Définition 1.1.7 (anneau noethérien).On dit qu’un anneau est noethérien si tous ses idéaux sont
engendrés par un nombre fini d’éléments.

Définition 1.1.8 (anneau de Dedekind).Soit A un anneau intégre qui n'est pas un corps. On dit
gue A est un anneau de Dedekind s'il vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) A estnoethérien,
(i) toutidéal premier non nul del est maximal,
(iii) A estintégralement clos.

Remarque.Tout anneau principal est un anneau de Dedekind. La propriété (i) est évidente ; mon-
trons les propriétés (ii) et (iii).

Démonstration déii). Soit A un anneau principal, €b) C A unidéal premier non nul. Montrons
que(p) est maximal. Soifq) un idéal tel quep) C (q). Il existea € A tel queag = p. Comme
(p) est premier, on a soit € (p), soitg € (p).

Dans le premier cas, si€ (p), il existeb € A tel quea = bp. Doncbpg = p, et commeA est
intégre etp non nul,bqg = 1. Doncg est inversible efq) = A.

Dans le deuxiéme cas, gic (p), alors(q) C (p) et donc(q) = (p). O

Démonstration déiii). On montre plus généralement que cette propriété est vraie pour tout an-
neau factoriel. Soid un anneau factoriel, et notords son corps des fractions. Saite K un
élément entier. On écrit = g avech et ¢ deux éléments del premiers entre eux, et” +
An_12" 1+ -+ ap = 0, avec lesy; dansA. Ainsi,

0" = (10" 4 4 agc™ ).

CommeA est factoriel, tout facteur premier daliviseb. Or, b et c sont premiers entre eux, donc
c estune unité, et € A. O

Dans la suite, nous aurons également besoin de la définition et du théoréme suivant :

Définition 1.1.9 (extension séparable)Soient/K un corps el une extension d&’. On dit que
I'extension/ K estséparablesi tout élément de. est racine d’'un polynéme d&[X] a racines
simples dang{[X].

Théoreme 1.1.10 (élément primitif). Soit L / K une extension finie séparable. Alors il existe
L tel queL = K(«) (on dit que I'extension eshonogéng

Théoreme 1.1.11.Soit A un anneau integre noethérien et intégralement clos, de corps de frac-
tions K. SoitL une extension finie séparable @ég et B la cloture intégrale ded dansL. Alors
B est unA-module finiment engendré. En particulié,est noethérien.



Théoréme 1.1.12.Soit A un anneau de Dedekind. Soiefit le corps des fractions dd et L
une extension finie séparable @& Alors la cl6ture intégraleB de A dansL est un anneau de
Dedekind.

Démonstration.On a déja établi que I'anneds est intégralement clos dans la proposition 1.1.6.

Montrons que tout idéal premier non nul deest maximal. Soif3 un tel idéal. On pose
P=PnNnA;onaP # Acar} # B. Lanneaud/P estintégre, car il s'injecte dari$/3 qui est
intégre, et donc l'idéaP de A est premier. Montrons quB # (0). Soita € B, o # 0. Comme
tout élément de&3 est entier sur, il existe un polyndme unitair¢g € A[X] tel quef(a) = 0. On
choisit f de degré minimal, et on écrit

fla)=a"+ap_ 10"+ -4 a9 =0.

L'élémentag de A est non nul. En effet, si c’était le cas, on aurait

2

a(a”_l +ap—1a" "+ 4a1) =0,

et commeB est intégre ety non nul,a™ ! + a,_1a" 2+ --- + a; = 0. Ainsi, o serait annulé
par un polynéme unitaire de degré strictement inférieur a celuf,dme qui n'est pas possible
puisqu’on a choisjf de degré minimal. Par ailleurs,

1

ag=—-a" —a, 12" — - —aa €P

et commeq est aussi dandl, il est dansP. On a montré qué® contient un élément non nul,
donc il est non nul. Or, 'annead est un anneau de Dedekind, et donc l'id&aest maximal.
Autrement dit,A/ P est un corps. Montrons que/3 est également un corps. Le fait giesoit
un anneau entier sut implique queB /B est un anneau entier sdy/ P. Soity € B/, non nul.
On a une relation

Y ey ey e =0

avec les;; dansA/ P etn minimal, et de méme que précédemment pgyion montre que est
non nul. C’est un élément du corgs P, et il est donc inversible. Alors

—-1_n—1 1

Y=gV =ty T —gta) =1

ety est inversible. Don@ /B est un corps, € est maximal.
Le fait queB est noethérien est une conséquence du théoreme 1.1.11. O

1.2 Propriétés de factorisation

1.2.1 Factorisation des idéaux

Rappel. On dit qu'un anneau intégre est factoriel si tout élément non nul peut s’écrire de maniére
unique (a l'ordre prés des facteurs) comme le produit d’'un inversible et d’éléments irréductibles.

Dans cette section, nous allons définir une autre propriété de factorisation, qui, elle, met en jeu des
idéaux.

Définition 1.2.1 (produit d’idéaux). Soient! et.J deux idéaux d’'un annead.. On notel J I'idéal
de A engendré par les produitg pourz € I ety € J. Ainsi,

IJ={z1pn + - +zpyn,n e N,z € I,y; € J}.



Définition 1.2.2 (factorisation des idéaux).Soit A un anneau intégre. On dit qukala propriété
de factorisation unique des idéagktout idéall strict deA s’écrit = PP - - - P, ou les;
sont des idéaux premiers, et ou cette factorisation est unigque au sens suivaatQsiQ, - - - Qs,
alorsr = s et'; = Q,(;) pour une certaine permutationc S,

Dans la suite, nous allons nous intéresser aux points clés de la démonstration du théoréme suivant :

Théoréme 1.2.3.Soit A un anneau noethérien, dont tous les idéaux premiers non nuls sont maxi-
maux. AlorsA possede la propriété de factorisation unique des idéaux si et seulemdrgsi
intégralement clos.

Corollaire 1.2.4. Tout anneau de Dedekind a la propriété de factorisation unique des idéaux.
Démonstration du corollaire Ceci est immédiat d’apres la définition d’anneau de Dedekind et le
théoreme 1.2.3. O
1.2.2 Localisation

Définition 1.2.5 (partie multiplicative). Soit A un anneau. Une parti€ de A est ditemultipli-
cativesi 1 € S et si pour tous:, b € S, le produitab appartient &.

On considére la relatio® g définie surd x S par(a,s) Rs (b, t) si et seulement il existe
r € S tel quer(at — bs) = 0.

Remarque.Si A est intégre, eb ¢ S, alors(a, s) Rs (b, t) si et seulement sit — bs = 0.
Lemme 1.2.6.La relationR g est une relation d’équivalence surx S.

Démonstration.Le fait queR ¢ soit réflexive et symétrique est évident.
Supposons quir, s) Rs (b, t) et(b,t) Rs (¢, u). Il existeq etr dansS tels queg(at —bs) = 0
etr(bu —ct) =0.0na
grt(au — cs) = gru(at — bs) + qrs(bu — ct) =0,
et commeS est multiplicativegrt € .S, ce qui conclut. O

Notation. On noteA[S~!] I'ensemble quotientl x S/Rs. La classe dé¢a, s) est notée:/s.

On munit 'ensembled[S~!] d’une structure d’anneaux de la maniére suivante :

(a/s)+ (b/t) = (at+bs)/ts
(a/s)(b/t) = ab/ts
1/1 = lg1y4
L'application
js + A — A[ST]
a — afl

est un morphisme d’anneaux. Pour teut S, js(s) = s/1 estinversible d’inverse/s.

Lemme 1.2.7.SoientA un anneau ef un idéal premier ded. Alors 'ensembleS = A\B est
une partie multiplicative.

Démonstration.Un idéal premier est strict, doricZ 3, doncl € S. Sia,b € S, alorsa, b ¢ P ;
doncab & B carP3 est premier. Donab € S. O



Définition 1.2.8 (localisé). Soit )3 un idéal premier del. LanneauA[(A\B) '] est appeldoca-
lisé deA en‘}3 et est notédy.

Rappel. On dit qu'un anneau est local s'il a un unique idéal maximal.
Le terme de « localisé » est justifié par la proposition suivante :

Proposition 1.2.9. SoientA un anneau ef3 un idéal premier ded. Le localiséAy est un anneau
local.

Démonstration.Soit PAyp = {p/s,p € P, s € P}. On vérifie facilement qugd Ay est un idéal
strict, et que tout élément qui n'est pas dedans est inversible. Ceci impliqd@Aeest un idéal
maximal et gu'il est unique. O

Proposition 1.2.10. Soit A un anneau intégre. Alors dans le corps des fractionsiden a

A= ) Agp

B premier

Démonstration.NotonsK = A g le corps des fractions dé. Pour tout idéal premie de 4, on
aA C Ap C K. Ainsi,
Ac)Ayg
B
Inversement, sii/b € Ay pour tout’3, alors, quel que sol3, b ¢ ‘B, et doncb est inversible
dansA (sinon 'idéal(b) serait inclus dans un idéal maximal, donc premier). Dofic= ab™ ' €
A. O

Proposition 1.2.11. Soit3 un idéal premier d'un annead. Alors I'ensemble des idéaux premiers
de Ay est en bijection avec I'ensemble des idéaux premierd delus dans).

Démonstration.NotonsS = A\B. Considérons I'application qui a un idéal premiere A in-
clus dansp associe l'idéall = PAg de Agp, et montrons qu'il s’agit d’une bijection entre les
ensembles qui nous intéressent. Plus précisément, on montre qu’elle a pour réciproque l'applica-
tion qui a un idéal premief de Ay associeQ = j5'(J) N A.

O Lidéal I est premier dangly. En effet, soient/s etb/t dansAg tels que(a/s)(b/t) =
(ab)/(st) € I (aveca,b € Aets,t € S). |l existep € P etr € S tels que(ab)/(st) = p/r. Par
définition, il existe dona € S tel queu(abr — stp) = 0. En particulieruabr € P. Or,u,r ¢ P et
P C Bdoncu,r ¢ P. CommeP est premier, nécessairement P oub € P. Et par conséquent,
a/s e loub/tel.

O Lidéal @ est premier dand et inclus dan$p. En effet, soient:, y € A tels query € Q.
Alors (zy)/1 = (x/1)(y/1) € J doncz/1 € J ouy/1 € J, carJ est premier. Par suite, € @
ouy € Q etQ est premier. Soit: € Q. En particulierz/1 € J qui est un idéal strict car premier,
doncz/1 n'est pas inversible danéy. Cela implique que: n'est pas dan$. Il est dansA4, donc
dansd = A\S.

0 OnalnA = P.Linclusion P C j5'(I)NA estimmédiate. Inversementasi jg ' (I)NA,
onaz/l =a/saveca € P ets € S. Par définition, il existe € S tel quer(zs — a) = 0. Donc
rxs = ra € P, puis commeP est premier et que, en raison de l'inclusiBnC 3, rs € P, on en
déduitz € P.

0 OnaJ = QAg. Soita/s € J, aveca € Aets € S. Alorsa/1 = (a/s)(s/1) € J, etdonc
a € jgl(J) NA = Q. lls'ensuit quea/s € QAgp. Soit maintenant/s € QAg, aveca € Q et
s € S. En particuliera/1 € J etdonca/s = (a/1)(1/s) € J.

Notre proposition est démontrée. O



1.2.3 Points clés de la démonstration du théoréme 1.2.3

Nous admettrons certaines étapes de la démonstration ; pour une preuve compléte, le lecteur pourra
se référer a [1].

Lemme 1.2.12.Soit A un anneau intégre noethérien dont tous les idéaux premiers non nuls sont
maximaux. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) A estintégralement clos.

(i) Ap estintégralement clos pour tout idéal premieide A.
Démonstration.(i) = (ii) Soit K le corps des fractions dé (et deAp). Soitz € K non nul. On

écritz = a/b aveca,b € A. Supposons que est entier sud p, et soitf € Ap[X] un polynéme
unitaire tel quef(x) = 0. On écrit

Anp—1 _ an
el xnly oo 2
Sp—1 S0

f=X"+

aveca; € Aets; € A\P.Posong = H?:_()l s;. Commes” f(a/b) = 0, on trouve quesa/b € K
est entier suA : . "
n n—
(B0)" 4 ncs syt L,
b Sn—1 b S0

L'hypothéseA intégralement clos, assure que- sa/b est un élément dd. Et doncz = a/b =
c¢/s estun élément dd p. Donc Ap est intégralement clos.

(i) = (i) Soit z un entier surd, et f € A[X] unitaire tel quef(xz) = 0. Pour tout idéalP
premier ded, A C Ap doncz est entier sud p. CommeAp est intégralement clog, € Ap. Par
ailleurs, on a vu dans la proposition 1.2.10 que

ﬂApzA
P

doncx € A, et A est intégralement clos. O

Lemme 1.2.13.Soit A un anneau noethérien dont tous les idéaux premiers non nuls sont maxi-
maux. Alors pour tout idéal maximal de A, Aj; est noethérien et ses seuls idéaux premiers sont
(0) etMAy.

Démonstration.Ceci est un corollaire de la proposition 1.2.11. O
Lemme 1.2.14.Soit A un anneau local, noethérien, dont tous les idéaux premiers non nuls sont
maximaux. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) A ala propriété de factorisation unigque des idéaux.

(i) A est principal.
(iii) A est intégralement clos.
Lemme 1.2.15.Soit A un anneau noethérien dont tous les idéaux premiers non nuls sont maxi-

maux. AlorsA a la propriété de factorisation unique des idéaux si et seulemesjsa la pro-
priété de factorisation unique des idéaux pour tout idéal maxihiale A.

Le théoreme 1.2.3 est un corollaire des lemmes 1.2.12,1.2.13, 1.2.14 et 1.2.15



1.3 Ramification

1.3.1 Indice de ramification

Lemme 1.3.1. Soient4 un anneau de Dedekindk, son corps des fractiong, une extension finie
de K et B la cléture intégrale ded dansLZ. Soit P un idéal maximal ded. Alors PB # B.

Ainsi, I'idéal PB de B est non-trivial, et commé est un anneau de Dedekind, il se factorise
de maniére unique en un produit d'idéaux maximaux

PB=M{"..- M
ou lesM; sont distincts et les; des entiers strictement positifs.

Définition 1.3.2 (indice de ramification). L'entier ¢; défini comme ci-dessus est appigldice de
ramification de); au dessus d& et est note,;, ,p. Si M n'intervient pas dans la décomposition
au dessus d€ on notee; p = 0.

Remarque.Les idéaux maximau®/; sont exactement ceux vérifiaRt= M; N A.

Définition 1.3.3 (degré résiduel).Si B est unA-module finiment engendtéle corpsB/M; est
une extension finie du corpé/P. On appelledegré résiduel dé//; au dessus dé et on note
fu,,p e degré de cette extension.

Théoréme 1.3.4.SoientA un anneau de Dedekind de corps de fractidnsl une extension finie
de K, B la cloture intégrale ded dansL. Si B est unA-module finiment engendré, alors

[L: K] = ZeM/PfM/P
M

ou la somme est prise sur I'ensemble des idéaux maximaux qui interviennent dans la décomposi-
tion dePB.

Définition 1.3.5 (idéal ramifié). SoientA un anneau de Dedekind; son corps des fractionsg,
une extension finie d&’, B la cl6ture intégrale del dansL. On suppose quB est unA-module
finiment engendré. Soit/ un idéal maximal dé& et P = M N A. On dit que I'idéalM estramifié
au dessus dé& (ou au dessus d4) si, soite,; p > 1, soit 'extensionB/M de A/P n'est pas
séparable.

On dit qu’un idéal maximaP de A se ramifie dan$3 si I'idéal PB est contenu dans un idéal
maximalM de B qui est ramifié au dessus @&

Proposition 1.3.6. Soit A un anneau de Dedekind. Sgitc A[Y] un polynéme irréductible uni-

taire. Soita: une racine def dans une cléture algébrique du corps des fractidhsle A. On note

M un idéal maximal ded[a] et P = M N A. Enfin, on écritf(Y) = h(Y) + [[7_; ¢:(Y)% ou

h € PA[Y] etol lesy; sonttels quef = []5_, g* est la factorisation en polyndmes irréductibles

dans(A/P)[Y] de la réduction def moduloP. Alors

(1) Lidéal M est engendré par les éléments Beet g;,(«) pour un certainip € {1,...,s}
unique.

(2) Les propositions suivantes sont équivalentes :
() f(a) & M.
(i) e;, = 1 etl'extensionA[a]/M est séparable sud/P.

!D'apres le théoréme 1.1.11, c'est notamment le cas si 'exterlsidn est séparable



(3) Soitm un générateur de I'idéal maximat Ap de Ap. L'anneauA[a],, est un idéal principal
si et seulement s\ A[«a] s peut étre engendré soit pat, Soit parg;, («).

(4) Sie;, = 1, alors 'anneauAa]ys est un idéal principal, et I'idéal maximall A[a]ys est
engendré parr. En particulier,ep p = 1.

(5) L'anneau A[a] est un anneau de Dedekind si et seulement si I'annéfau,; est un idéal
principal pour tout idéalM/ contenantf’(«). Si f estun polyndme dont toutes les racines dans
K sont simples, alors il n’y a qu’un nombre fini d'idéaux maximaux4de] qui contiennent
f'(a).

Corollaire 1.3.7. Avec les notations de la proposition précédente,

(i) Sif'(«) ¢ M, alors A[a]y, est un anneau principal si et seulemenf\$in’est pas ramifié
au dessus ddl.

(i) SiA[a] est un anneau de Dedekind, ala¥$ est ramifié au dessus dé si et seulement si
(o) € M.

1.3.2 Discriminants

Définition 1.3.8 (résultant). Soit A un anneau, et soiefft=a, X" + --- + ag etg = b, X™ +

-+ + + by deux polyndmes del[X| aveca,, etb,, non nuls. On appelle résultant deet ¢, et on
note Res(f, g), le déterminant de la matrice de I'application linéaitg,_1[X] x A4,,_1[X] —
Apin—1[X], (u,v) — uf 4+ vg (ou A, [X] désigne I'espace des polyndmes de degré inférieur ou
égal ar), dans les bases canoniques, a savoir :

an, al agp
Ay, a1 agp
m
a,n o« e a/l a/o
bm b1 bo
R T

Définition 1.3.9 (discriminant d’'un polyndéme). Soit A un anneau, et sojf € A[X], de degré
n, de coefficient dominant,,. On suppose que, est inversible dang. On appelle discriminant
de f I'élément

disc(f) = ay ' (=1)"" "D/ Res(f, ).

Exemple 1.3.10.Supposons qu¢ = aX? +bX +c.Ona

a b ¢
Res(f,f)=|2a b 0 |=4ad’c—ab?
0 2a b

etdisc(f) = b? — 4ac. On retrouve bien I'expression connue.

Proposition 1.3.11. Soit A un anneau intégre ef € A[X] un polyndme unitaire. SoiK une
cléture algébrique du corps des fractions deet soienty, . .. a,, € K les racines d¢gf. Alors

dise(f) = [[[[(es — e)*.

i=1j>i
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Définition 1.3.12 (discriminant d'une base).SoientA un anneau intégralement clos, de corps
de fractionsK, L une extension finie d& de degré: et B la cl6ture intégrale del dansL. Soit
(b1,...,by) uneK-base dd.. On appelle discriminant d@, ..., b,) 'élément

diSC(bl, PN ,bn) = det(Tl“L/K(bibj)i,j)

ouTry/k(a) € K, poura € L, désigne la trace de I'applicatidii-linéaire de multiplication par
« dansL.

Remarque.Avec les notations de la définition précédente, sbje®nt dand3, alorsdisc(by, . . ., by,)
estdansA carBN K = A.

Ces deux notions de discriminant sont liées par la relation suivante :

Proposition 1.3.13. Soit L/ K une extension finie séparable,etc L tel queL = K(«). Soit
f € K[X] le polyndme minimal de, etn le degré def. Alors

disc(f) = disc(1,a, ...,a" ).

Définition 1.3.14 (idéal discriminant, différente). SoientA un anneau de Dedekind, son corps
de fractions,L une extension finie d& et B la cléture intégrale del dansL.
On noteD 4, 5 I'ideal de B

— engendré par les éléments de la forffigy), aveca tel queL = K («) et f le polyndme de

minimal deq, si un tela existe,

— (0) sinon.
Cet idéal est appeldifférentede B/ A.
On noteAg/ 4 'idéal de A engendré par les éléments de la fordie:(, . . ., by,), pour lesK-
basegb,...,b,) de L contenues danB. Cet idéal est appeidéal discriminantde B/ A.

Le lemme suivant est utile pour des calculs expliciteg\de 4 :

Lemme 1.3.15.Avec les notations précédentes, on suppose en outre qu’il existieque B =
Ala]. Alors Ag /4 = (disc(f)) ou f est le polyndbme minimal de. Plus précisementlisc(f) =
disc(1,a, - -+, a7 1).
Théoreme 1.3.16.SoientA un anneau de Dedekinds son corps de fractiond, une extension
finie séparable dé( et B la cléture intégrale ded dansL.

(i) Soit M un idéal maximal deB. Alors M est ramifié au dessus dé si et seulement si

DB/A C M.
(ii) SoitP unidéal maximal del. Alors P se ramifie dand3 si et seulement ghp 4 C P.

Corollaire 1.3.17. Il n’y a qu’'un nombre fini d'idéaux maximaux d& ramifiés au dessus dé,
et un nombre fini d’idéaux dé& qui se ramifient dan®.

Nous admettons la partie (i) du théoréme. On peut montrer en utilisant la notiwrmequ’elle
est équivalente a la partie (ii).

1.3.3 Démonstration du théoréme 1.3.16 (ii)

Commencons par démontrer le théoréme dans le cas ou I'anhesiprincipal. Dans ce cas,
B est unA-module libre de rang. Soit (b1, . .., b,) une base. Alord\ g /4 = disc(b1, . . ., bn) A.
L'application bilinéaire
Tr:LxL — K
(,y) — Trpk(zy)
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induit une applicatior : B x B — A. Soit P un idéal maximal ded. Notonsz la classe d'un
élémentr € A dansA/P (resp. d'un élément € B dansB/PB). On vérifie aisément que
B/PB estunA/P-espace vectoriel de dimensierdont une base e¢by, ..., b,). Soit

Tr: B/PB x B/PB — AJP
(u,v) = Tr/pp)a/p)(uv)

On trouve que pour tout, y € B, Tr(xy) = Tr(zy) dansA/P. Il s’ensuite que la matric€ de la

forme bilinéaireTr dans la basébs, . . . b,) est la réduction modul® de la matricel’ de la forme
Tr dans la basé, . .., by,). En particulier,

Ap/a CP <« disc(by,...,b,) € P
& det(T) e P
< det(T) =0dansA/P
< det(T) =0dansA/P.

Soit PB = M --- M la factorisation de” B dansB. Alors par le lemme chinois,
B/PB ~ B/M{" x --- x B/M¢.
Posons maintenant
Tr; : B/M{" x B/M{* — A/P
(0 8) = Trgmeiyyasp)(@B) -
Sil'on choisit pour tout uneA/P-baseB; de B/M;*, et que I'on considére ld / P-base « conca-

ténée »B = By U --- U B, de B/PB, on remarque que la matrice de la forme bilinédiredans
B est formée de blocs diagonaux représentants les fdimeatans la basg;. Il s’ensuit que

det(Tr) = ﬁ det(Tr;).
i=1

En particulierdet(Tr) = 0 si et seulement si il existec {1, ..., s} tel quedet(Tr;) = 0. Ainsi,
pour prouver le théoreme 1.3.16 (ii) lorsqdeest principal, il reste & montrer que

det(Tr;) # 0 < e; = 1 et B/M; est une extension séparable AleP.

Commengons par montrer quedsit(Tr;) # 0, alorse; = 1. En effet, sie; > 1, I'algébre B/M ;"
contient des éléments nilpotents : taut M;/M;" est nilpotent car® = 0 dansM;/M;". Le
lemme suivant montre que dans ce chs(Tr;) est nécessairement nul.

Lemme 1.3.18.Soit.A unek-algébre de dimension. Si.A contient un élément nilpotent non nul
a, alors le discriminant de la forme bilinéaifér : A x A — k est égal &.

Démonstration.Commea est nilpotent, son polynéme caractéristique dejis] est égal ax™.
En particulier, Tr 4 (a) = 0. L'algebre A étant commutative, tout multiple deest également
nilpotent. Soit(a, as, ..., a,) une base del surk. Alors la matrice de la forme bilinéaifE- dans
la bas€(a, as, . .., a,) asa premiere colonne nulle, et donc est de déterminant nul. O

Nous allons maintenant montrer que:si= 1, alorsdet(Tr;) # 0 si et seulement §8/M; est
séparable sud/ P, ce qui achévera la démonstration du théoréme lorsest principal.

Tout d’abord, supposons qug/M; est une extension séparable digP. Soita € B/M,; tel
queB/M; = A/P(«a), et soitf € A/P[X] le polyndbme minimal dev. Comme I'extension est
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séparable, les racines giesont simples et d’aprés la relation donnée dans la proposition 1.3.11,
disc(f) # 0. Donc d’apreés la proposition 1.3.18isc(1, o, . . ., ad°8f~1) = det(Tr;) # 0.
Réciproquement, supposons que I'extension n’est pas séparable. Remarquons tout d’abord que
A/ P a nécessairement pour caractéristique un nombre premier effet, toute extension algé-
brique de caractéristiqué est séparable : dans un corps de caractéristigueut polynémef
irréductible est a racines simples dans une cl6ture algébrique. Si ce n'était pas le cas, les poly-
némesf et f’' auraient une racine commune ; de plus, la caractéristique étant flulle 0. Par
conséquent, le pgcd déet f’ serait de degré supérieurlaet strictement inférieur deg f, et
constituerait un facteur non trivial dgé En particulier, le polyndbme minimal de tout élément est &
racine simples.
Notonsky, C B/M; la plus grande extension séparableAle” dansB/M;. Par hypothese,
ko # B/M;, donc[B/M; : ko] = p° pour un certains > 1. Soita € B/M; et soitf =
X"+ a,_1 X" + ... + ag son polyndme minimal; on peut considérer I'extensibnP(«).
Une A/ P-base de cette extension €$ta,...,a" ). Soit(fi,..., f;) une base dé/M; sur
A/P(a). Alors la famille (fi, af1,...,a" 1 f1, ..., fi,aft,...,a" "1 f;) est une base dB/M;
surA/P, dans laquelle la matrice de multiplication paest la matrice diagonale par bloc

Co
Ca
avec
0 0 —a
1 : —a
Co = 0 .
O -~ 0 1 —ar—1

On en déduit immédiatement que

Tr(g/ay)/ayp) (@) = =[B/M; - A/P(a)] - ar—1.

Distinguons maintenant deux cas. Tout d’abordysE ko, alors[B/M; : ko] divise [B/M; :
A/P(a)], et en particuliep divise [B/M; : A/P(«)]. Alors Tr(a) = 0 dansA/P. Sia & ko,

par définition deky, cela signifie quef n’est pas a racines simples. Comme il est irréductible,
cela implique quef’ est nul (sinon on trouverait un facteur non trivial comme dans le cas de
la caractéristique nulle), et donc qyieest de la formeg(XP?) pour un certairy. En particulier,
a,—1 = 0, ce qui entraine a nouveau qliela) = 0. Finalement, on en déduit que la forrfe;

est nulle, et donc son déterminant aussi.

Passons maintenant au cas générald@st un anneau de Dedekind quelconque.
Lemme 1.3.19.SoitS une partie multiplicative del. Alors Agig-1)/4(5-1] = ApalSTH.

Démonstration.Toute base de I'extensioh/K contenue dan$? est bien entendue également
contenue danB[S~'] qui estla cl6ture intégrale dé[S—'], etdoncA g /4[S™'] C Apig-1)/45-1]-
Toute base dé/K contenue danB[S~!] est de la forméb, /s, . . ., b, /s) (quitte a multiplier
par un dénominateur commun qui est un élémentifieus € S et (by,...,b,) est une base de
L/K contenue dang. On en deduit QU g(g-11/4(5-1] C AB/A[S‘l]. O

Lemme 1.3.20.Soient4 un anneauP un idéal maximal del et.S C A\ P une partie multipli-
cative deA. Les corpsA/P et A[S~!]/P[S~!] sont isomorphes.
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Démonstration.Tout d’abord montrons qud[S—!]/P[S~!] n’est pas I'anneau nul. Sait/s €
A[S7Y,a € A, s € S. Supposons que/s € P[S™!]. Alors il existep € P, t,r € S tels que
r(at — ps) = 0, et en particulierrat € P. CommeP est premier et que ¢ ¢ P (carS C A\P),
a € P. Par contraposée, gic A\P ets € S, alorsa/s ¢ P[S~!] et doncA[S~!]/P[S~!] nest
pas I'anneau nul. On considére les applications naturellest — A/P, j, : A — A[S™!] et
mg : A[ST1] — A[S~1]/P[S™']. Comme(rs o js)(P) = 0, l'applicationrg o js Se factorise par
7, et on a donc un diagramme commutatif :

Js

A A[S™Y

-

A/P—"~ A[S7')/P[S™Y]

Il s’agit de montrer qué: est un isomorphisme. Commnag/ P est un corps et qud[S~!]/P[S™!]
n’est pas I'anneau nuk, est injective. Soitr € A[S~!]/P[S~!]; z est de la formerg(a/s) pour
un certaina/s € A[S~!] (a € A, s € S). Soitt € A tel quets — 1 € P (c’est-a-dire un élément
dont la classe dang/ P est I'inverse de la classe d& Considérons I'élément = 7 (at). Alors

h(y) = hom(at) = 7g o js(at) = mg(at/1).
En outre, commes — 1 € P, a(ts —1)/s = at/1 — a/s € P[S~!] donc
rs(at/1) = ms(afs) = @
ce qui conclut. O

Lemme 1.3.21.Soit P un idéal maximal ded. SoitS = A\ P. L'idéal P se ramifie dans3 si et
seulement sPAp C Ap se ramifie dang3[S—1].

Démonstration.Soit PB = M;! - - - M¢+ la factorisation de’ B dansB. Alors
(PB)[S™] = (My[ST])* - (M[S1])
est la factorisation dePAp) B[S™!] = (PB)[S~!] dansB[S~!]. En particulier,

EM;/P = €M,[S—1]/PAp-

En outre, d’aprés le lemme 1.3.20, le coipsS—!]/M;[S~!] est isomorphe & /M;, et en parti-
culier, ils sont soit tous deux séparables, soit tout deux non séparablégBus Ap/PAp. O

Il ne reste plus qu'a conclure. Sditun idéal maximal ded etS = A\P. Alors A4 C P
si et seulement shg,4[S™!] C PAp, c'est-a-dire d'apres le lemme 1.3.19, si et seulement si
Apgjs-1)/4;s-1] € PAp. Rappelons que les localisés d’'un anneau de Dedekind sont des anneaux
principaux, et le cas des anneaux principaux ayant été traité, on en déduit que cette derniére condi-
tion est équivalente au fait queA p se ramifie dan€?[S~!]. Enfin, d’aprés le lemme 1.3.21, ceci
est encore équivalent au fait gifese ramifie dan$, ce qui conclut.
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Partie 2

Théorie des nombres

Le but de cette partie est d’étudier des clbétures intégralés @fe utilisant la notion d’anneau de
Dedekind.

2.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 2.1.1 (entier algébrique). Soit L un anneau contenafit On dit quea € L est un
entier algébriques’il est entier sutz.

Définition 2.1.2 (corps de nombres).On dit qu’un corpsl est uncorps de nombresi c’est une
extension finie d€).

Définition 2.1.3 (anneau d’entiers). Soit L un corps de nombres. On appedieneau des entiers
de L, et on noteD;, la clbture intégrale d& dansL.

L'anneauZ étant principal, donc de Dedekind, ce théoréme 1.1.12, page 5, a pour corollaire la
proposition suivante :

Proposition 2.1.4. Soit L un corps de nombres. L'anned&yy, est de Dedekind.

2.2 Exemples

2.2.1 Les corps cyclotomiques

Définition 2.2.1 (corps cyclotomique).Les corps de nombred(e2*/") avecn € N* sont appe-
Iéscorps cyclotomiques

Théoréme 2.2.2.L’anneau des entiers d@(e%™/") estZ[e?"/].

On peut montrer facilement que les annedifed™/3) et Z[i] sont principaux, donc factoriels.
Cependant, ce n’est pas le cas, en général, de l'aritle#d/"] (par exemple, 'anneali[e?™/23)
ne I'est pas). Mais un tel anneau étant une cléture algébriqed#ms une extension finie sépa-
rable deQQ, c’est un anneau de Dedekind, et en particulier il posséde la propriété de factorisation
unique des idéaux. Historiguement, c’est afin de palier au défaut de factorialité de ces anneaux
gu’ont été introduites les notions de factorisations des idéaux, et développée la notion d’anneau de
Dedekind.

Proposition 2.2.3. Soit p un nombre premier. Alorgp) est le seul idéal maximal dé qui se
ramifie dansz[e™/7).
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Démonstration.Notonsw = ¢*7/? et B = Z[w]. Le polyndme minimal dev est le polynéme
cyclotomiqueX?~! + ...+ X +1 qui est de degrgé — 1, donc I'extensiorQ(w)/Q est également
de degrép — 1. Une base de cette extension €ktw, . ..,wP~2). On calculeAp 7 grace a la
relationA 7 = (disc(1,w,...,wP™?)). Soitj € N; on établit facilement en écrivant le matrice
de multiplication pat’ dans cette base qi@ g7 (w’) = p—1sij =0 (mod p) etTrg z(w’) =
—1sinon. On a

Tr(1) Tr(w) Tr(wP—?)
Tr(w) Tr(w?) Tr(wP™1)
dise(1,w, ..., wP2) = _
Tr(wP™2) Tr(wP™l) -+ Tr(w?r?)
p—1 —1 v e e 1
T P |
p—1
B -1
1 -1 p—1 -1 - —1
p —1 0 0
0 -1 0 0
. p
(retirer la colonne 2 aux autres)=
0
0
0 -1 p 0 0
p 0 e 0
0 0 0 p
(développer selonlaligne2)= | : : .= .7 0
0O p 0 - 0
— P2,
Ainsi, A7 = (p"~?) et le théoréme 1.3.16 (ii) permet de conclure. O

2.2.2 Les corps quadratiques

Définition 2.2.4 (corps quadratiques).On dit qu'un corps est uoorps quadratiquesi c’est une
extension de degréde Q.

Proposition 2.2.5. Pour tout corps quadratiqué&, il existe un entier relatifl sans facteur carré
tel queK = Q(v/d) (ou+/d désigne une racine carré quelconquedje

Démonstration.Soit z € K\Q. On a alorsQ ¢ Q(z) C K, linclusion stricte implique que
[Q(2) : Q] > 2. Comme de plusiK : Q] = 2, on en déduit qué€)(z) = K. En particulier,

z est de degré@ et son polyndme minimal est de la form& + aX + b, aveca,b € Q. Alors

(z+ 3a)* = —b+ 3a*. PosonsD = —b + 1a?; c’est un nombre rationnel. Il nest pas nul, sinon
on auraitz = —%a, dou z € Q, ce qui n'est pas le cas. On peut écrire une décomposition en
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facteurs premier® = ¢ [[ p;" avece = +1 etn,; € Z*. Maintenant, posons:; = 1 sin; est pair
etm; = 0 sin; impair, et soitd = ¢ [[ p;"*. Alors, d est sans facteur carré, et de plus,

D v = (T

est un carré, car; — m; est pair. Posons® = D/d avecr € Q.

Posons’ = V/d et vérifions maintenant qu = Q(6). Tout d’abord,(z + 4a)? = dr? =
(6r)%. Par suitej = £(z + 3a)/r appartient &. En outre,d ¢ Q car cela entrainerait =
—%a + 70 € Q. Le méme argument que celui appliqué au débuhaus donnd< = Q(§). [

Remarque.Un tel entierd est unique, mais nous ne le démontrons pas. Il est assez immédiat de
voir queQ(v/d) = {p+ ¢v/d, p, ¢ € Q}. De plus, I'écriturep 4 ¢+/d avecp, ¢ € Q est unique, ce
gue nous admettons également.

Théoreme 2.2.6.Soitd un entier relatif sans facteur carré.
— Sid # 1 (mod 4), alors I'anneau des entiers d@(v/d) estZ[v/d

— Sid =1 (mod 4), alors 'anneau des entiers d@(v/d) estZ[1H4].

[

N

Démonstration.Sip 4+ ¢v/d € Q(+/d) est un entier algébrique, alors dans le cag 6 0, il est
de degré et il existea, b € Z tels que(p + ¢v/d)? + a(p + ¢v/d) + b = 0. En développant, et en
utilisant I'unicité de I'écriture, on obtient? + ¢>d + ap + b = 0 et2pq + ag = 0. La deuxiéme
égalité s'écri2p + a = 0, et on obtient = —2p etb = p? — ¢2d. Ainsi, le fait quep + ¢v/d soit
un entier algébrique est équivalent au fait @peet p?> — ¢>d soient des entiers relatifs. §i= 0,
les mémes conditions conviennent atissi

La premiére condition entrainec Z oup + % € Z. Commencons par étudier le premier cas.
Dans ce cas;?d € Z. Sil'on écritq = r/s, avecr et s entiers premiers entre eux, d = n
avecn € Z, on obtient-?d = sn. Par suites? divised et commaed est sans facteur carré= +1
etq € Z. Inversement, sp,q € Z, alors2p € Z etp? — ¢%d € Z, doncp + ¢v/d est un entier
algébrique.

Dans le deuxiéme cas, opa- % € Z. Posons: = p* — ¢*d. On adn = (2p)* — d(2q¢)?, donc
d(2q)? est entier, et commé est sans facteur carré, comme précédemment on oRtjeat Z.
PosonsP = 2p et Q = 2¢; on est dans le cas off est impair. DonadQ? = P? — 4n est
également impair, et par suité,et Q sont impairs. En par'[iculieipg—1 + %\/3 est un entier
algébrique, donp + gv/d) — (E52 + 41 V/d) = 144 aussi. Or, le polyndme minimal d!ézL‘/E
estX? — X + %d, il doit étre a coefficients entiers, dodc= 1 (mod 4). Cela démontre que
sid # 1 (mod 4), ce cas ne se produit pas, et I'ensemble des entiers algébriq@s/dd est
{p+qVd,p,q € Z} = Z[Vd.

Supposons maintenant gde= 1 (mod 4). Alors, comme vu précédemmeriftg—\/8 est un

entier algébrique, de polynéme minim&f — X + %d, ce qui implique qu@[lgﬁ] C OQ(\/E)'
Par ailleurs, on a montré que les entiers algébriqued(dél) étaient de la formé’ + £/d, avec
P, € Z etde méme parité. Doncgsi-¢+/d est entier algébrique, alops-q = % estun entier
relatif ; rappelons qu'on a égalemelit € Z. Doncp + ¢vd = (p — q) + 2ql+2\/a € Z[1+2\/&]_

Finalement, 'anneau des entiers@é\/d) estZ[”T‘/g]. O

Proposition 2.2.7. Dans le cas od # 1 (mod 4), les idéaux premiers d& qui se ramifient dans
Z[\/d] sont(2) et les(p) pour tout facteur premiep ded.

1Siq = 0, il s'agit de savoir sp € Q est un entier algébrique, mais ceci est le cas si et seulemer &. Or, on
vérifie facilement que € Z < 2p € Z etp® € Z.
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Dans le cas ow = 1 (mod 4), les idéaux premiers d8 qui se ramifient dan%[lgﬂ] sont

les (p) pour tout facteur premiep ded.

Démonstration.Plagons-nous d’abord dans le casd@ 1 (mod 4), et notonsB = Z[v/d|.
On calculeAp,7 a I'aide du lemme 1.3.15. Le polyndme minimal gel est X2 — d, et son
discriminant estid. Ainsi, Ap /4 = (4d).

Maintenant, supposons qde= 1 (mod 4) et notonsB = Z[”T\/a]. Le polynéme minimal

de /4 estX? — X + 174, dont le discriminant est. DoncA 4 = (d).
Dans les deux cas, le théoréme 1.3.16 (ii) permet de conclure. O
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Partie 3

Courbes algebriques

3.1 Définitions et premieres propriétés

Définition 3.1.1 (espace affine)Soit £ un corps. On noté\”(k), et on appelleespace affine
de dimensiom a coordonnées dans, I'espacek™. Les éléments d&™ (k) sont appelépoints
L'espace affine de dimensidnest appeld@roite affine L'espace affine de dimensiéest appelé
plan affine

Définition 3.1.2 (sous-ensemble algébrique)Soit S C k[X1,...,X,] un ensemble de poly-
ndémes & variables. L'ensemble

Zp(S) ={(z1,...,xn) € A"(k),Yf €S, f(z1,...,2) =0}

est appel&nsemble des zéros communsSd©n pourra le noteg(S) s'il N’y a pas d’ambiguité
sur le corps. Sb = {f} est un singleton, on notera plus simplemg&ii{ f}) = Z(f).

Une partieV’ de A" (k) telle qu’il existeS C k[X7,..., X,] vérifiantV = Z(S) est appelé
sous-ensemble algébrigde A" (k). Dans le cas ou = 2, on parle decourbe algébrique

Exemple 3.1.3.0n aA™ = Z(0), etsi(z1,...,x,) € A" estun point(zy,...,z,) = Z2(X; —
x1,..., X, — xz,). Voici quelques autres exemples d’ensembles algébriquesiaveR.

~
\_

A ZY?P-X(X?2-1)cCcA? B) Z(Y?-X% X+1))cCA?
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C) Z(Y?2-XY-X?Y+X3) (D) Z(-Z3+X*+Y3—-1)CA3

Propriétés 3.1.4.0n a les propriétés suivantes :

(i) SiIestlidéal engendré pa$, alorsZ(S) = Z(I). En particulier, tout ensemble algébrique
est 'ensemble des zéros communs d’un idéal.

(ii) Si€& estun ensemble quelconque d’idéaux, alors

2<U1> =) 21

Ice Ic&

et en particulier, une intersection quelconque d’ensembles algébriques est un ensemble al-
gébrique.
(i) Sif c J,alorsZ(J) C Z(I).

(iv) Sif etg sont deux polynémes, alo(fg) = Z(f) U Z(g). Plus généralement, diet J
sont deux idéaux de[ X1, ..., X,], alors

Z(IHUZ(J) = 2(1J)
et en particulier, toute union finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.
La démonstration de ces propriétés est immédiate.

Remarque.SiV est un ensemble algébrique, alors il existe en fait un ensestfisiede polyndémes
tel queV = Z(S5). En effet, 'anneawk[ X1, ..., X, est noethérien, et comme tout ensemble
algébrique est de la form& (/) pour un certain idéal, il suffit de considérer une parti finie

qui engendrd.

Définition 3.1.5 (topologie de Zariski). Les propriétés précédentes montrent que les sous-en-
sembles algébriques @de’ (k) sont les fermés d’une topologie, appetépologie de Zariski

3.2 Points singuliers

Définition 3.2.1 (point singulier). Soit f € k[X,Y]. On dit qu'un point(a,b) € Z;(f) est un
point singuliersi g—i(a, b) = g—g(a,b) = 0. On dit alors que la courbg(f) estsinguliéreau
point (a, b). Si une courbe ne contient aucun point singulier, on dit qu’ell@estsinguliéere

Exemple 3.2.2.Dans I'exemple 3.1.3, la courbe (A) est non singuliére. La courbe (B) présente
une singularité e, 0), et la courbe (C) présente deux singularités(&0) et en(1, 1).

Notation. Si f € k[X, Y] est un polyndme, on considérera 'anneau quotigéAt, Y]/(f), que
I'on noteraC’.
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Théoréme 3.2.3.Soit k£ un corps algébriquement clos, et sgite k[X,Y] un polynéme irré-
ductible. Alors I'anneauC’; est intégralement clos si et seulement si la couth€f) est non
singuliére.

Remarque.Par ailleurs, sif est irréductible, on peut montrer que I'annedp est noethérien et
gue tous ses idéaux premiers non nuls sont maximaux.

3.3 Interprétation géométrique de la ramification

Soit k£ un corps algébriquement clos, et sgite k[X,Y] un polyndme irréductible, avec
degy (f) = n > 0, et unitaire ery” (on peut toujours se ramener a cette derniére condition par
un changement de repére affine). On suppose que la caiy® est non singuliere. Notons
A = k[X] et K le corps des fractions dé ; ainsi on peut voirf comme un polyndme unitaire
et irréductible de degre de A[Y']. On noteL le corps des fractions d€;. On identifie 'anneau
CraAla] ola € K est une racine d¢ comme polyndme del[Y], de sorte que I'on ait une
inclusionA c Cy (qui est en fait un morphisme injectif canonique). Comfnest unitaire er’,
lanneauC’ est entier surd. De plus,Z( f) est non singuliere, donC; est intégralement clos, et
par suite, est la cl6ture intégrale dedansL.

Rappelons de plus qué = k[X] est principal, donc de Dedekind. Les idéaux maximaux de
k[X] sont ceux engendrés par un polynéme irréductible, et comest algébriquement clos, les
polyndmes irréductibles sont ceux de degrdinsi, k ~ A'(k) est en bijection avec I'ensemble
des idéaux maximaux dé par I'applicationz — (X — z). Soit P = (X — z) un idéal maximal
de A. A quelle condition sur l'idéal P se ramifie-t-il enC'y ?

Si M est un idéal maximal d€’;, il est engendré par les classes modfilde (X — x) et
(Y — y) pour un certain coupléx,y) € Z.(f). Par abus, on notet® = (X —z,Y —y). Az
fixé, les idéaux maximaux d€; contenant” = (X — x) sontlesM = (X —z,Y — y) poury
tel que(z,y) € Z(f). On a, d’'une part

Cr/M ~ k[ X, Y]/(X —2,Y —y) >k,

d'autre part A/ P = k[X]/(X — ) ~ k. Ainsi I'extensionC /M est séparable et de degréur
A/P. Le fait qu’elle soit séparable implique qué est ramifié au dessus desi et seulement si
ey/p > 1, par definition. D'autre part, le fait qu’elle soit de dedréignifie quef,;, p = 1, etle
théoréme 1.3.4 implique que

™ enyp = [L: K] = [Frac(A[Y)/(f) : Frac(A)] = degy(f) = n.
M>DP

Ainsi, P se ramifie dang’; si et seulement si il existe strictement moinsrdigléaux maximaux
deCy contenantP.

Considérons l'applicationr : Z,(f) — A'(k), (z,y) — x. Commek est algébriqguement
clos, cette application est surjective. De pldsgy (f) = n donc pourz € A! fixé, 7=1({x})
contient au plus: points. L'ensemble des idéaux maximaux@g contenantP = (X — x) est
en bijection aveer—!({z}) par I'application(X — z,Y — ) ~ y. Ainsi, d’aprés I'étude faite ci-
dessusP = (X — x) se ramifie dan€’; si et seulement si—!({z}) contient strictement moins
den points. D’apres le corollaire 1.3.17, il 'y a qu’'un nombre fini de tels idéaux.

La figure ci-dessous illustre les cas de ramification possible lorgsgaet. Le terminologie
ramificationprend tout son sens dans cette vision géométrique des choses.
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Remarque.Le dessin ci-dessus est trompeur, di au fait Bugest pas algébriguement clos, et
gue sur une courbe algébrique réelle, tout point n'a pas toujoargécédents. En particulier, les
points de ramification semblent singuliers, alors qu’en réalité ils ne le sont pas.

Dans la premiére partie, nous avons énoncé une proposition assez générale, la proposition
1.3.6, nous permettant d’obtenir des informations sur la ramification d’une extension d’anneaux
de la formeA[a]/A. Les courbes algébriques représentent un cas particulier, plus simple, de cette
situation, avecA = k[X] et Cy ~ Ala]. On se donnef vérifiant les mémes conditions que
ci-dessus, sauf qu&( f) n’est plus nécessairement supposée non-singuliére.

SoitM = (X —z,Y —y) avec(z,y) € Z(f) unidéal maximal d€';. SoitP = (X — ) =
MNEk[X].Onécritf = (X —2)h(X,Y)+][;_; (Y —y;)¢. Dans cette situation, il estimmédiat,
grace a 'égalitéf(x,y) = 0, quey = y;, pour un certainy € {1, ..., s} unique, ce qui traduit
I'affirmation (1) de la proposition 1.3.6. Ce que 'on avait alors nfftést ici la dérivée partielle
A1, qui s'écrit

S
AL O6Y) = (X =g + 3 (el =) T - 0)%).
=1 J#i
Savoir si «f’(a) € M ou non » revient ici & savoir §f- (z,y) est nul ou non. OrgL (z,y) =
ei, x 0% ! et doncg—{;(az,y) # 0 si et seulement si;, = 1 (on utilise la conventio®® = 1).
On retrouve l'affirmation (2) de la proposition 1.3.6 (les extensions, dans ce cas-la, sont toujours
séparables comme on I'a remarqué plus haut). Sil'on se place maintenant dans le (6gglise
on peut écrire
(X —2)h(X,Y)
[Lizio(Y — i)
autrement dif X — 2)h(X,Y) = (Y — y;,)% avech € (Cf)yr. Soitg € M(Cy) - Il existe
91,92 € (Cy)um telles queg = (X — 2)g1(X,Y) + (Y — v4,)92(X, Y). Dans le cas ow;, = 1,
onadong = (X — z)(g1 + hgz), et ainsiM (Cy) s est engendré pax — x. C'est I'affirmation
(4) de la proposition 1.3.6. Enfin, rappelons que I'ann€alest de Dedekind si et seulement si
Z(f) est non singuliére (théoréme 3.2.3). L'affirmation (5) de la proposition affirme quant a elle
que ' est un anneau de Dedekind si et seulemeriCsi),, est un anneau principal pour tout
idéal maximal)M deC. La proposition suivante établit directement ce lien :

0=

+ (Y —wip)% € (Cr)m

Proposition 3.3.1. Un point(z, y) de Z(f) est non-singulier si et seulement si 'anng@y ) 5/,
ouM = (X —z,Y —y), est principal.

Exemple 3.3.2.Considérons le polyndmg = Y™ — X pour un certaim > 0. Il est irréductible
dansk[X,Y]. Soitz € k. Le polyndmef s'écrit sous la forme

f=@-X)+Y"—a=(a-X)+ [] (v —we)*™
WEUn

ou ¢ désigne une racine-ieme dex dansk et i, I'ensemble des racinesieémes de 'unité dans
k. Si la caractéristique dieest un nombre premier, on se place uniguement dans le cas:@st
premier ave@. Il y a alors exactement racinesn-iémes de l'unité, et done, = 1 pour toutw.
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O Siz # 0, alorscard{wé,w € u,} = card u, = n, et donc l'idéal maxima(X — z) de
k[X] ne se ramifie pas daids;.
0 Siz=0,alorsf = (0—X) + (Y —0)", I'idéal maximal(X) se ramifie et son indice de
ramification est.
Sur la courbe représentative 8¢ /), on aura un seul point de ramification @)0), ou convergent
toutes les branches.

Intéressons-nous au cas simple= 2 etk = C. On peut représenter dai®$ la courbe
Z(Y? - X):

Le point de ramificatior{0, 0) est visible sur la figure. Les réels strictement positifs ont chacun
deux antécédents réels. Représenter la courbe @amsécessiterait quatre dimensions, ce qui
demande un certain effort d'imagination. On peut par exemple la voir comme un plan que I'on
aurait coupé le long d’'un demi-axe partant de I'origine, puis que I'on aurait recollé apres lui avoir
fait faire un tour autour de l'origine.

Remarque.Si I'entier n n’est pas premier aveg alorse,, > 1 pour toutw. Plus généralement, si
le degrén du polyndme considéré n’est pas premier avec la caractéristique du corps, I'étude de la
ramification est plus compliquée. On parlerdaification sauvage
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